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Problema 1.

Fie M, N si P mijloacele laturilor BC', C'A, respectiv AB, ale triunghiului ascutitunghic
ABC'. Notam cu A’, B’ si C' punctele diametral opuse varfurilor A, B, respectiv C' in cer-
cul circumscris triunghiului ABC'. Pe segmentele deschise M A", NB’ si PC" se considera
MX NY PZ
XA YB  ZCo"

a) Demonstrati ca dreptele AX, BY si C'Z sunt concurente intr-un punct S.

b) Aratati ca OS < OG, unde O este centrul cercului circumscris, iar G este centrul
de greutate al triunghiului ABC.

punctele X, Y respectiv Z, astfel incat

Problema 2.

Determinati cel mai mare numar natural n pentru care este adevarata afirmatia:

Erista n numere naturale nenule distincte xy,xs,...,x, cu proprietatea ca oricare
ar fi numerele ay,as,...,a, € {—1,0,1}, nu toate nule, numdrul n® nu divide numdrul
a1T1 + AsTo + ... + ApTy.

Problema 3.

Se considera o retea formata din 49 de puncte, ce reprezinta varfurile a 36 de patrate
de latura 1 in care este descompus un patrat de latura 6.

Spunem ca un patrat cu varfurile in punctele retelei este bun, daca laturile si diago-
nalele sale nu sunt pe laturile patratelor retelei.

a) Aflati numarul de patrate bune care se pot forma cu varfurile retelei.

b) Aratati ca exista doua patrate bune disjuncte si necongruente, astfel incat cea mai

NV . 5
mica distanta dintre punctele lor este =

Problema 4.
Fie a, b si ¢ trei numere reale pozitive cu suma 3. Aratati ca:
b b 1 — b)? b—c)? —a)?
a N c N ca 1/ (a—b) (b—c) N (c—a) <1
ab+a+b bc+b+c cat+c+a 9\ab+a+b bec+b+c ca+c+a

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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Problema 1.

Fie M, N si P mijloacele laturilor BC, C'A respectiv AB ale triunghiului ascutitunghic
ABC. Notam cu A’, B’ si C' punctele diametral opuse varfurilor A, B, respectiv C,
in cercul circumscris triunghiului ABC. Pe segmentele deschise M A", NB' si PC’ se

MX NY PZ
considera punctele X, Y, respectiv Z, astfel incat = = )
P TP ’ XA~ YB  ZC
a) Demonstrati ca dreptele AX, BY si C'Z sunt concurente intr-un punct S.
b) Aratati ca OS < OG, unde O este centrul cercului circumscris, iar G este centrul

de greutate al triunghiului ABC.

Solutie. a) Fie H ortocentrul triunghiului ABC'. Patrulaterul BHC A’ este un parale-
logram (BH si A’C' sunt perpendiculare pe dreapta AC, iar CH si A’B sunt perpen-

diculare pe dreapta AB), prin urmare punctul M este mijlocul segmentului HA’. ...1p
Daca = k, atunci
AX 1 N A'X 1 A'X 1 A'X 1

AM  k+l  AH %+2  XH 2+l

..................................................................................... 1p
Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC' si S punctul in care dreapta AX

intersecteaza dreapta Euler OH.
Folosind teorema lui Menelau in triunghiul HOA’ cu transversala X — S — A obtinem:

HS OA A’X_1:>HS 1 1 _1:>HS_4I€+2
SO AA XH SO 2 2k+1 SO ‘

Considerand punctele de intersectie dintre dreapta Euler si dreptele BY', respectiv
CZ, vom obtine ca ele impart segmentul HO in acelasi raport 4k + 2, deci coincid cu
punctul S. Prin urmare, dreptele AX, BY si C'Z sunt concurente (iar punctul lor comun

este situat pe dreapta Euler). ... ... .. . 2p
. . HS .
b) Raportul k& parcurge intervalul (0, c0), deci raportul S0 = 4k + 2 parcurge inter-
valtul (2, 00). oo 1p
. . OH
Obtinem HS > 2085, deci OS < —— =0OG. ... .. i 1p

3



Solutie alternativa pentru punctul a).
ABA'B’ este dreptunghi, deci A’B' = AB =

MN este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci MN || AB || A'B’, asadar M NB'A’

MX NY .
~4 VG’ rezulta ca XY || MN || A'B'. ..., 1p
Fie £ € A'B’, astfel incat ME || NB'si{F} =MENXY.

Deoarece M NB'E este paralelogram si FY || MN, avem EB' = FY = MN = g

este trapez. Deoarece

XF MX yot.
Di a iunghiurilor MXF si MA'E i = =
in asemanarea triunghiurilor si 1 obtinem TE VA t, asadar
t .
XF:t~A’E:t~gsiXY:XF+FY:(+T>C. .............................. 2p

Deoarece XY || A'B" || AB, rezulta ca ABXY este trapez. Fie {S} = AX N BY. Din
SX SY XY t+1
a iunghiurilor ASB si XSY i — = —=—=— ....... 1
asemanarea triunghiurilor ASB si XSY obtinem A~ SE- AB 5 P
Analog rezulta ca patrulaterul BCY Z este trapez. Fie {S'} = BY N CZ.

SY t+1
5 = %, deci S = 5’, asadar dreptele AX, BY si
CZ sunt CONCUTENTE. . ... et e et 1p

Ca mai Inainte, deducem ca
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Problema 2.

Determinati cel mai mare numar natural n pentru care este adevarata afirmatia:

Ezxista n numere naturale nenule distincte x1,xo,...,x, cu proprietatea ca oricare
ar fi numerele ay,as, . ..,a, € {—1,0,1}, nu toate nule, numdrul n* nu divide numdrul
a1xr1 + asTo + ... + apTy,.

Solutie. Pentru n = 9 alegem x; = 2° 2o = 2!, ... mg = 2%, Oricare ar fi numerele
ai,as,...,a, € {—1,0,1}, avem:

layzy + agzo 4+ ... Fapz,| <14+24 ... +28=2°-1<9°

Daca 9? divide a1z + asxs + ... + apTy, Tezultd cad a; -1 +ag -2+ ... +a, - 28 = 0.
Din considerente de paritate obtinem ca a; = 0. Simplificand cu 2 si urmarind din nou

paritatea, vom avea as = 0 etc. Obtinem ca numerele ay,aq,...,a, sunt toate nule,
contradictie. Ca urmare, n = 9 are proprietatea din enunt. ........................ 3p
Daca n > 10, atunci 2" > n?.
Fie A = {z1,x9,...,2,} o multime de n numere naturale nenule (distincte) si P (A)

multimea partilor sale. Cum |P (A)| = 2" > n?, folosind principiul lui Dirichlet obtinem
doua submultimi diferite B si C' ale lui A astfel incat

Zx = Zx (mod n?).

zeB zeC

Alegand a; = 1 pentru elementele lui B\ C, a; = —1 pentru elementele lui C'\ B si
ar = 0 pentru celelalte elemente ale lui A, gasim o combinatie a;x; + asxs + ... + apzy,
care se divide cu n3. Asadar, numerele n > 10 nu au proprietatea din enunt, deci numarul
cautat este 1 = 0. ... 4p

Observatii.

(01) Pentru simpla scriere, fara nicio justificare, a unui exemplu corect in cazul n = 9
nu s-a acordat niciun punct.

(02) Pentru nedemonstrarea faptului c& pentru n > 10 are loc inegalitatea 2" > n?
s-a scazut un punct din cele 4 aferente.
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Problema 3.

Se considera o retea formata din 49 de puncte, ce reprezinta varfurile a 36 de patrate
de latura 1 in care este descompus un patrat de latura 6.

Spunem ca un patrat cu varfurile in punctele retelei este bun, daca laturile si diago-
nalele sale nu sunt pe laturile patratelor retelei.

a) Aflati numarul de patrate bune care se pot forma cu varfurile retelei.

b) Aratati ca exista doua patrate bune disjuncte si necongruente, astfel incat cea mai

NV . 5
mica distanta dintre punctele lor este =

Solutie. a) Spunem ca un patrat este normal, daca are varfurile in punctele retelei
si laturile sale se afla pe drepte ale retelei paralele cu laturile patratului 6 x 6, sau pe
laturile patratului 6 x 6. Orice patrat bun are varfurile pe laturile unui patrat normal,
a carui lungime a laturii poate fi egala cu 3, 4, 5 sau 6. Fie un patrat normal de latura
T € { 3,4,5,6}. Latura unui patrat bun inscris in acesta are lungimea de forma v/a? + b2,
unde a,b € {}1,2,...,x— 1}, a # b, astfel incat a + b = .

intr—adevér, daca a = 0, sau b = x, atunci
laturile patratului bun sunt pe laturile patratelor
retelei, iar daca a = b, atunci laturile patratului
bun sunt paralele cu diagonalele patratului mare, a
deci diagonalele sale sunt pe dreptele suport ale
retelei, fals. ....... . ... il 1p

Daca a,b € {1,2,...,91; — 1}, cu a # b
si a +b = x, fiecare patrat normal de latura
x contine exact doua patrate bune generate de
perechea (a,b), avand latura de lungime v/a? + b?
si ale caror varfuri sunt pe laturile acestuia, ca in
figura alaturata. ........... .. .. .ol 1p

Pentru x = 3 = 1 4 2, in fiecare patrat normal de latura 3 sunt inscrise exact doua
patrate bune, generate de (a,b) € {(1, 2), (2, 1)} De aici, in fiecare banda orizontala de

forma 6 x 3 exista 2 -4 = 8 patrate bune de latura V5. Deoarece sunt 4 benzi orizontale
de latime 3, in total exista 8-4 = 32 patrate bune de latura V5.
Analog se arata ca exista:

b
e 2 patrate bune de latura /26, generate de (a, b
e 8 patrate bune de latura /13, generate de (a, b



e 2 pitrate bune de laturd v/20, generate de (a,b) € {(2,4),(4,2)}.
Numarul tuturor patratelor bune este: 32 +18+8+4+24+4+4+2=70. ...... 3p

b) Alegem patratele bune ABC'D si D
M N PQ cain figura alaturata, cu AB =
V5 si MN = /10, astfel incat A, D, M A
si NV sunt pe laturile patratului mare.

Fie dreapta d care trece prin () si c P

este paralela cu BC. Deoarece M N PQ) ){ <
Q

este inclus in semiplanul [dM, rezulta
ca distanta cautata este cea de la @) la
ABCD. Alegem punctele R si F' astfel

incat @ este mijlocul segmentului BR, /\
triunghiul BF(Q) este dreptunghic in B, N
cu BF =2, iar F si M sunt de o parte >

si de alta a dreptei d. M

Deoarece triunghiurile BQF si RC'B sunt congruente, rezulta ca dreptele BC si F'Q)
sunt perpendiculare, iar distanta cautata este egala cu lungimea segmentului QQF, unde
Q) este punctul de intersectie a dreptelor BC si F'(). Cu teorema catetei, rezulta ca

EQ = ? ........................................................................ 2p

Observatii. 1) Daca a,b € {1, 2, .., — 1}, cu a + b = z, in fiecare banda orizontala
de forma 6 x (a + b) existd 2- (7 — (a + b)) pétrate bune de laturd v/a® + b2. Deoarece
sunt 7 — (a + b) benzi orizontale de latime a + b, in total exista 2 - (7 — a — b)? patrate
bune de latura v/a? + b?, generate de perechile (a,b) si (b, a).

2. Se poate arata ca singurele tipuri de patrate bune necongruente care nu au varfuri
comune si au interioarele disjuncte sunt cele de mai inainte.
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Problema 4.
Fie a,b si ¢ trei numere reale pozitive cu suma 3. Aratati ca:
ab be ca 1 [ (a—0)? b—c)? c—a)?
- + p L lazbf  (bmof | lemaf )
ab+a+b bc+b+c ca+c+a 9\ab+a+b bc+b+c catc+a
b —b)? 2+ Tab+?
Solutia 1. Avem ¢ + (a—") _ b 1p

ab+a+b 9a+a+b) 9(ab+a+b)
Vom arata ca
a® + Tab + b?

ab+a+0b
Aceasta inegalitate se scrie echivalent

<a+b+1. (1)

a4+ T7ab+ b <a?+3ab+ b +a*b+ab®+a+b<a’b+ab® +a+b > 4dab.

Din inegalitatea mediilor avem a?b + b > 2ab si ab® + a > 2ab, deci inegalitatea (1)
este adevarata. .. ... ... 5p
Scriind si inegalitatile analoage, deducem ca:

ab 1 (a —b)? 1
-y — 7 = b+1)=1.
2odrars T o miars Sglatet

................................................................................... 1p
b 2+ 0% + 5ab b
Solutia 2. Avemab+a+b:ab+(a+b)-a+3+6:a Rl g racxoe 1p
Prin urmare,
ab (a=b)* 1 9ab+ (a® +b* —2ab) — (a® + b* + 5ab + ac + be)
ab+a+b  9Yab+a+b) 3 9(ab+a+b)
_ bla—c) a(b—c)
9ab+a+b) 9(ab+a+b)
.................................................................................... 2p
Atunci
ab 1 (a—b)? b(a—rc) a(b—c)
—_— —_— ——1: pu—
D rath 0w rat Z(9(ab+a—l—b)+9(ab+a+b)
:Z b(a—rc) N b(c—a) :Z —b(a—c)*(b+c) <o.
9(ab+a+0b) 9(bc+b+c) 9(ab+a+0b)(bc+b+c)
.................................................................................... 4p

Observatie. Egalitatea se obtine pentrua =b=c=1.
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