CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

CLASA a V-a

1. Existd numere abcd, cu proprietatea ca abed + bed+cd+d=20142

Constantin Apostol, profesor, Rm. Sarat

2. Sa se demonstreze ca numarul A = abbabb...abb nu poate fi patrat perfect.
%/—/
2016 cifre

Simona Slobodeanu, profesor, Brdaila

3. 9 numere naturale, fiecare cu cel mult doua cifre, termeni consecutivi ai sirului
4,9,14,19, 24, ...,

au suma egala cu un cub perfect. Asezand arbitrar aceste numere intr-un patrat cu 3 linii si 3
coloane se poate obtine o linie sau o coloand cu produsul elementelor un patrat perfect?
Justificati raspunsul.

Gabriel Daniilescu, profesor, Brdila

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A V-A

1. Existd numere abcd, cu proprietatea ca abed + bed+cd+d =20142

Constantin Apostol, profesor, Rm. Sdarat

*kk

Solutie. Adunand unitatile, adica, d+d+d+d, trebuie sa obtinem un numar care se
termina cu 4.
Avem urmatoarele cazuri :

I) d =1; adunand zecile, adica, c+c+c, trebuie sa obtinem un numar care se termina cu 1.
Rezultd ca c¢=7si avem suma zecilor egalad cu 21, adica doua sute plus o zece ; adunand
sutele, adica, b+b+ 2, trebuie sa obtinem un numar care se termina cu 0 .

Rezulta ca avem cazurile :

a) b=4 ; astfel vom avea 4+4+2=10, deci, scriem 0 si vom avea a+1=2, deci
a =1. Astfel, am obtinut numarul 1471 .

b) b=9 ; astfel vom avea 9+9+2 =20, deci, scriem 0 si vom avea a+2 =2, deci
a=0. Acest caz nu poate avea loc .

II) d=6; avem, deci, 6+6+6+6=24; scriem 4 si adundm zecile: c+c+c+2, care
tebuie sa dea un numar care sa se termine cu 1, deci, c=3 siavem 3+3+3+2=11. Scriem
1 si adunam sutele : b+b+1, care trebuie sa dea un numar care sa se termine cu 0 . Acest
caz nu poate avea loc .

In concluzie, precizam ca exista numarul 1471, pentru care avem:
1471+471+71+1=2014.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A V-A

2. Sa se demonstreze ca numarul A = abbabb...abb nu poate fi patrat perfect.
-
2016 cifre

Simona Slobodeanu, profesor, Brdila

Solutie. Se poate scrie
A:abb-(lozm+102°1°+...+109+106+103+1):
:ﬁ-[loz"“’(lm+1)+102°°“(103+1)+...+106 (103+1)+(103+1)]=
=M~(103+1)-(102°‘°+102°°4+...+106+1)=
=ﬁ~7.11~13.(102°‘°+102°°4+...+106+1).
Tinand cont ca 10% 5(106)k =1“=1(mod11), obtinem
10°"° 410%™ 4+ . +10° +1=1+1+..+1+1=336 = 6(mod11).

de 336 de ori 1

Cum abb=100a+llb=a+99a+llb=a(modll)=abb nedivizibil cu 11,
deoarece a # 0.

Am dedus astfel cid numirul A este divizibil cu 11, dar nu este divizibil cu 11°, ceea
ce spune ca nu poate fi patrat perfect.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A V-A

3. 9 numere naturale, fiecare cu cel mult doua cifre, termeni consecutivi ai sirului 4,

9, 14, 19, 24, ..., au suma egald cu un cub perfect. Asezand arbitrar aceste numere intr-un

patrat cu 3 linii si 3 coloane se poate obtine o linie sau o coloand cu produsul elementelor un
patrat perfect? Justificati raspunsul.

Gabriel Daniilescu, profesor, Brdila

Solutie. Notam primul numar cu 5k—1, k>1= ultimul numar este 5k +39,

5k -1+5k+39).9
5k+39<99 =5k <60=k <12. SumaloresteS:( )

=(5k+19)-9.

Avem 1<k<12<5<5k<60<24<5k+19<79 < 216<(5k+19)-9<711 i
fiind un cub perfect, (5k+19)-9€{6’,7°,8'}.

Doar 6’ este divizibil cu 9= (5k+19)-9=6"=5k+19=24=k =1 si cele 9
numere sunt 4=2% 9=3% 14=2.7, 19=nr. prim, 24=2%.3, 29 =nr. prim, 34=2-17,
39=3-13, 44=2"11.

Presupunem prin reducere la absurd ca exista o linie (demonstratie analoaga pentru

coloand) cu produsul P al elementelor egal cu un patrat perfect si notdm cu L multimea
formata din cele 3 numere de pe acea linie.

Daci 14 € L = P divizibil cu 7 si P nedivizibil cu 7°.

Daci 19 € L = P divizibil cu 19 si P nedivizibil cu 19°.
Daci 29 € L = P divizibil cu 29 si P nedivizibil cu 29°.
Daci 34 € L= P divizibil cu 17 si P nedivizibil cu 17°.
Daci 39 € L= P divizibil cu 13 si P nedivizibil cu 13°.
Daci 44 € L = P divizibil cu 11 si P nedivizibil cu 11°.

AR e

In cele 6 cazuri P nu este patrat perfect, deci riman doar 3 numere care se pot afla in
multimea L, adica L ={4,9,24} = P =2.32.2°.3=2".3 care nu este patrat perfect.

Deci nu existd niciun caz in care P sa fie patrat perfect.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

CLASA a VI-a

1. Determinati numerele a, b, c, d, e, stiind cd sunt masurile unghiurilor din jurul unui
punct si sunt indeplinite conditiile :
e numerele 0,75-a; 0,6-b; 0,(3)-c sunt direct proportionale cu numerele 3; 3 si 2;
e numerele 0,8(3)-c; 0,(5)-d; 0,2(7)-e sunt invers proportionale cu numerele 2; 2 si 3.

Constantin Apostol, profesor, Rm. Sarat

2. Daca unui numar natural nenul A 1i efectudm urmatoarele transformari:

e fiecare cifrd mai mica decat 5 (daca existd) creste cu 1,
e fiecare cifra cel putin egald cu 5 (daca existd) descreste cu 1,
obtinem numarul natural B si spunem astfel ca A este prieten al lui B.

a) Determinati numarul prietenilor lui 2014. Justificati raspunsul dat.

b) Aratati ca numarul prietenilor numarului 456456...456 este patrat perfect.
—_
de 1007 ori 456

Marius Damian, profesor, Briila

3. Se dau multimile:
A:{peN | p prim, p°+6° :945} si B:{(n, p)eNxN | p prim, p°+6° =6n+945}.

Sa se demonstreze egalitatea: Card A = Card B.

Gabriel Daniilescu, profesor, Brdila

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VI-A

1. Determinati numerele a, b, c, d, e, stiind ca sunt masurile unghiurilor din jurul unui
punct si sunt indeplinite conditiile :
e numerele 0,75-a; 0,6-b; 0,(3)-c sunt direct proportionale cu numerele 3; 3 si 2;
e numerele 0,8(3)-c; 0,(5)-d; 0,2(7)-e sunt invers proportionale cu numerele 2; 2 si 3.

Constantin Apostol,profesor, Rm. Sarat

Solutie. Din prima conditie rezulta:
0,75a _0,6b 0,(3)c - 75a _6b 3c

- 42
3 3 2 300 30 18 4
Din a doua conditie rezulta :

b_c¢
5 6

75c . 5d . 25¢ _ Sc_10d _Se

2:0,8(3)c=2-0,(5d=3-0,2(7)e < 2- 2.—=3 & —=—=— (2).
€) ) (7) % 9 % 39 ¢ @
Inmultind egalititile (2) cu % , obtinem :
c d e
—=—=— (3).
6 9 12 @)
Din (1) si (3) rezulta sirul de rapoarte egale :
a_b_c_d_e 360" .
4 5 6 9 12 36

si, astfel, obtinem :
a=40", b=50°, ¢=60°, d=90°, e=120°.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VI-A

2. Daca unui numar natural nenul A {i efectudm urmatoarele transformari:
e fiecare cifra mai micd decat 5 (daca existd) creste cu 1,
o fiecare cifra cel putin egald cu 5 (daca existd) descreste cu 1,
obtinem numarul natural B si spunem astfel ca A este prieten al lui B.
a) Determinati numarul prietenilor lui 2014. Justificati raspunsul dat.

b) Ardtati cd numarul prietenilor numarului 456456...456 este patrat perfect.
de 1007 ori 456

Marius Damian, profesor, Braila

Solutie. a) Numdrul prietenilor lui 2014 este 0. Intr-adevir, daci 2014 ar avea un
prieten, acesta ar fi de forma abcd.

Daca b e{0,1,2,3,4}, atunci b se transforma in b+1+0, iar daca be{5,6,7,8,9},

atunci b se transforma in b—1= 0. Concluzia este ca 2014 nu are prieteni.

b) Un prieten al lui 456456...456 are forma a,a,3,;...85,085050 3001 -
de 1007 ori 456

Conform regulilor impuse de problema, deducem ca:

e fiecare dintre cifrele a,,a,,...,a,,, trebuie sa fie egald cu 3 sau cu 5, deci

existd 2-2-...-2=2"""" moduri de alegere a cifrelor a,,a,,...,a
1007

30192

e fiecare dintre cifrele a,,a,,...,a,,, trebuie sa fie egald cu 4 sau cu 6, deci

existd 2-2-...-2=2"""" moduri de alegere a cifrelor a,,a.,..., 8-
1007

e fiecare dintre cifrele a,,a,,...,a,,,. trebuie sa fie egald cu 7, deci exista un
singur mod de alegere a cifrelor a,,ay,...,8,,,.

In final, conform regulii produsului, deducem ca numarul prietenilor lui
456456...456 este egal cu 2'°7.2'7 .1 =(2wo7 )2_
e

de 1007 ori 456



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VI-A

3. Se dau multimile:
A={peN | p prim, p°+6° =945} si B={(n,p)eNxN | p prim, p° +6° =6n+945}.

Sé se demonstreze egalitatea Card A = Card B.

Gabriel Daniilescu, profesor, Braila

Solutie. Pentru p=3=> p°+6° =3°+6" =729+ 216 = 945.
Pentru p>3= p°+6° >3°+6’ =945 sipentru p<3 (adicip=2)=
= p°+6" <3°+6° =945. Deci A={3} = Card A=1.

Vom demonstra ca si Card B=1.
Pentru p =2, avem:

2° 46 =6N+945 < 64436 = 61 +945 & 6n = ~845 & N = — 2 ¢ N,
6

Pentru p =3, avem:
3°+6°=6N+945<945=6n+945<n=0e N =(0,3) eB.
Pentru p =5, p prim, avem:
peM+lsau peM+5=>p’eM+1=p’eM +1= p*+6° e M, +1.
Dar 6n+945=6n+942+3 e M, +3, deci egalitatea p°+6° =6n+945 nu poate avea loc.
Rezultd ci B ={(0,3)} = Card B =1= Card A= Card B.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

CLASA a VII-a

1. Fie expresia E(a,b)= 2a+> + 3b+1 :
a+4 2b+3
a) Sa se arate ca 2—i= 2a+5.
a+4 a+4

b) Sa se determine a,b numere intregi astfel incat E (a, b) =2.
¢) Daca a,b sunt numere naturale, sa se determine elementele multimii
M ={E(a,b) | E(a,b)eN}.
Enache Patrascu, profesor, Focsani

2. Se considera trapezul isoscel ABCD cu AB||CD, AB >CD si fie punctele E € (BC),

Fe (AD) astfel incait BE = DF. Notam cu M mijlocul segmentului [EF] si cu P punctul de

intersectie a dreptelor CM si AB. Demonstrati ca CF || EP.

Marius Damian, profesor, Braila

3. 16 numere naturale consecutive, de cate doua cifre, au suma egald cu un cub
perfect. Asezand arbitrar aceste numere intr-un patrat cu 4 linii si 4 coloane, se poate obtine o

linie sau o coloana cu produsul elementelor un patrat perfect? Justificati raspunsul!

Gabriel Daniilescu, profesor, Brdila

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VII-A

1. Fie expresia E(a,b)= 2a+3 + 3b+1 :
a+4 2b+3
a) Sa se arate ca 2—i= 2a+5.
a+4 a+4

b) Sa se determine a,b numere intregi astfel incat E(a,b)=2.

c) Daca a,b sunt numere naturale, sa se determine elementele multimii

M ={E(a,b) | E(a,b)eN}.

Enache Patrascu, profesor, Focsani

Solutie. a) Calcul direct.

3(2b+3
b)E(a,b):2:>2—i+3b+l:2:>i:3b+1:>a+4:u
a+4 2b+3 a+4 2b+3 3b+1
az 4y 0TI g 0% s T cZ=3bilel 7117} =
3b+1 3b+1 3b+1

=3be{0,6} =be{0,2}. Apar situatiile:
e b=0=Da=-2+7=5;
e b=2=Da=-2+1=-1,
deci ecuatia are exact doud solutii: (a,b)=(5,0) si (a,b)=(-1,2).

2a+5 3b+1
+

a+4 2b+3

¢) Cautim a,b e N astfel incat E(a,b)= e N. Evaluim cei doi

termeni ai sumei:
2a+5
a+4
3b+1
b+3
2a+5 3b+1 ) 2a+5 3b+1
<4 sicum +
a+4 2b+3 a+4 2b+3
2a+5 3b+1 2a+5 3b+1

+ =2 sau + =3.
a+4 2b+3 a+4 2b+3

Tinand cont cd E(5,0)=2 si E(9,5)=3, adica valorile 2 si 3 sunt atinse, rezulta ca
M =1{2,3}.

o 1< <2< a+4<2a+5<2a+8, evident;

e 0< <2< 0<3b+1<4b+6, evident.

Atunci 1<

trebuie sa fie numar natural, ar

trebuie sa existe a,b e N astfel incat




CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VII-A

2. Se considera trapezul isoscel ABCD cu AB|CD, AB>CD si fie punctele
Ee (BC), Fe (AD) astfel incat BE = DF. Notdm cu M mijlocul segmentului [EF] sicu

P punctul de intersectie a dreptelor CM si AB.
Demonstrati ca CF || EP.

Marius Damian, profesor, Braila

Solutie. Construim EQ || AD, Q € AB.

C

Atunci <EQB = «DAB (corespondente) si cum trapezul ABCD este isoscel, avem
< DAB = «CBA. Deducem ca <«EQB =<«EBQ, deci AEQB este isoscel cu EQ=EB si
cum din ipotezd DF = EB, obtinem DF = EQ.

Din DF | EQ si DF =EQ rezultd cd DFQE este paralelogram, deci prin mijlocul
M al diagonalei [EF] trece si diagonala [DQ].

Deducem acum ca AMCD = AMPQ (U.L.U.) si astfel CM = MP care impreuna cu
EM = MF implica CEPF paralelogram, deci CF || EP.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VII-A

3. 16 numere naturale consecutive, de cate doud cifre, au suma egala cu un cub
perfect. Asezand arbitrar aceste numere intr-un patrat cu 4 linii si 4 coloane, se poate obtine
o linie sau o coloand cu produsul elementelor un patrat perfect? Justificati rdspunsul!

Gabriel Daniilescu, profesor, Brdila

Solutie. Notam cu n,n+1,n+2,...,n+15 numerele cu suma

(n+n+15)-16 _

S=n+(n+1)+(n+2)+...+(n+15)= (2n+15)-8,

de unde rezultd ca 2n+15 este cub perfect impar.

Avem n>10 si N+15<£99=10<n<84=20<2n<168 =
=35<2n+15<183=2n+15=125=>n=45 si cele 16 numere sunt: 55=5-11,
56=2.7, 57=3-19, 58=2-29, 59 =nr. prim, 60=2%-3-5 6l=nr. prim, 62=2-31,
63=3-7, 64=2°=8", 65=5-13, 66=2-3-11,67=nr. prim, 68=2"-17, 69=3-23,
70=2-5-7.

Presupunem prin reducere la absurd ca exista o linie (demonstratie analoaga pentru

coloand) cu produsul P al elementelor egal cu un patrat perfect si notam cu L multimea
formata din cele 4 numere de pe acea linie.

Dacid 57 € L = P:19 si P nu este divizibil cu 19° = P nu este pitrat perfect.

Dacd 58 L= P:29 si P nu este divizibil cu 29° = P nu este pitrat perfect si
folosim aceeasi idee 1n cazurile 59€L, 61elL,62elL,65eL,67€L,68€L, 69¢€ L.

Réman doar 7 numere care se pot afla in multimea L, adica 55, 56, 60, 63, 64, 66, 70.
Reamintim c¢i 55=5-11, 56=2-7, 60=2>-3-5, 63=3>.7, 64=2°=8% 66=2-3-11 si
70=2-5-17.

Notam cu A={55,60,70} multimea numerelor divizibile cu 5, cu B ={56,63,70}

multimea numerelor divizibile cu 7 si cu C = {55,66} multimea numerelor divizibile cu 11.

Fiecare din cele trei multimi trebuie sa aiba un numar par de elemente pe linia data, adica 0
sau 2.

I. Daca L nu contine niciun element din A= L= {56, 63,64, 66} si P nu este patrat
perfect.

II. Dacd L nu contine niciun element din B= L ={55,60,64,66}, deci
P=5-11.2°-3.5.8".2.3-11=2"-3%.5*.8” .11’ si nu este pitrat perfect.

Cazurile I si II nefiind posibile = A si B au céte 2 elemente pe linia data.

l1.Daca 70¢ L= L= {55,60,56, 63} = P nu este patrat perfect.

2.Dacd 70 e L avem:

1) 55,70eL,60¢ L. Din 55eL=66c L = 55,66,70 L cu
a) 56eL,63¢L=>P=55-66-70-56=2°-3-5°-7°-11% care nu este

patrat perfect;



b) 56¢L,63eL=P=55-66-70-63=27-3"-5*.7.11% care nu este
patrat perfect.
i1) 60,70 L,55¢ L. Din 55¢L=66¢ Lcu

a) 56eL,63¢L=P=60-70-56-64=2°-8"-3.5*.7% care nu este
patrat perfect;

b) 56¢L,63eL=P=60-70-63-64=2%-8>-3".5.7> care nu este
patrat perfect.

Deci P nu este patrat perfect in niciunul din cazurile studiate.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALpOVICI”
EDITIA a XXII-a, BRAILA, 17.05.2014

CLASA A VIII-A

1. In piramida triunghiulard regulati VABCcu muchia bazeiAB=a notimM cu mijlocul

muchiei [CV]. Daca m(&MBC) =30°, aflati distanta de la A la dreapta BM .

Gazeta matematica

2. Aflati X si y numere intregi care verifica relatia Xy = 3(«/ X2+ y2 — 1) .

Carmen §i Viorel Botea, Brdila

3. Fie a,,a,,...,a, numere reale strict pozitive,n > 2 Demonstrati ca:

na, +4 N na, +4 . na, +4 S_ Gt tast..t+a,+4
n*(a,+as+..+a,) Nn*(a+as+..+a,) N (q+a,+..+a,) (N-1)(a+a+a+.+a,)

Carmen §i Viorel Botea, Brdila

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”

Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VIII-A

1. In piramida triunghiulara regulatd VABC cu muchia bazei AB =a notiam M cu mijlocul
muchiei [CV] . Daca m(&MBC) =30" aflati distanta de la Ala dreapta BM .

Solutie:

Construim VN L BC(N e(BC)) si notim{G}=VNNBM. Observim G ca este centrul de
greutate al triunghiului VBC si deci VG =2GN  (1).

In triunghiului BGN avem m(&BNG) =90° si m(&GBN) =30 de unde BG = 2GN (2).

Din (1),(2) =BG =2VGsi deci BM =VN.Din ultima relatie deduce ca in triunghiul

VBC avem CV =CB.Dar CV =BV, asadar triunghiul VBC este echilateral. Deci VABC este un
tetraedru regulat si astfel AG L (VBC). Deci distanta de la Ala dreapta BM este lungimea inal{imii

a6
o

tetraedrului regulat de muchie a , adica AG =



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”

Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VIII-A

2. Aflati Xsi y numere intregi care verifica relatia Xy = 3(\/ X% + y2 - 1) .

Carmen si Viorel Botea, Brdila

Solutie:

Deducem ci x> + y? este patrat perfect deci

P Hy? =teN=xy=3t-3=(x+y) =x>+y? +2xy=t> +6t—6=(t+3)’ —15= (x+y) -
—ﬁ+3f::45:3(x+y—t—3ﬂx+y+¢+3):—lix+y—t—3<x+y+t+3

Cazul 1

= (xy)e{(3.4):(4.3)}

X+y-t-3=-1
X+y+t+3=15

Cazul 2

X+y—-t-3=-3
X+y+t+3=5

= (% y)e{(0.1):(L0)}

Cazul 3

X+y—-t-3=-5
X+y+t+3=3

= (%) €{(0.-1);(-1,0)}

Cazul 4

= (%) {(-3-4):(~4. )}

X+y-t-3=-15
X+y+t+3=1



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”

Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A VIII-A

3. Fie a;,a,,...,a, numere reale strict pozitive,n > 2 Demonstrati ca:

na, +4 N na, +4 - na, +4 o Yt +..t+a, +4
n*(a,+as+..+a,) N*(a+as+..+a,) N (q+a,+..+a,) (N-1)(a+a+a+.+a,)

Carmen §i Viorel Botea, Brdila
Solutie:

Notdm cu S =4, +a, +a; +...+a,. Atunci avem

a, a, a, a’ a3 a’ (3 +a, +...+2,)
SZ

> — > ,din inegalitatea lui Bergstrom.
S —(a1 +a, +...+an)

Apoi
avem

s? n
— <> 1<:>(n—1)822nSz—n(alz+a§+...+aﬁ)<:>n(a12+a§+...+aﬁ)282
S —(a +a; + +a) n-
1 2 cese n

adevarat din C.B.S..Am aratat,deci,ca

5 na, +— N3, +ot— N3, > | (1)
n“(a,+a;+..+a,) n°(a+as+..+a,) n“(a +a,+..+a,,) n-1
Din inegalitateta mediilor avem

1 1 1 n’ n’

+ +..+ > = ; deci rezulta ca
S-a S-a, S-a, S-a+S-a,+..+S—-a, (n-1)S



4 . 4 . 4 J4 0 4 2)
n’(a,+ay+..+a,) n*(a+as+..+a,)  n’(a+a,+..+a,,) n*(n-1)S (n-1)S’

Din (1)si (2)avem

na, +4 na, +4 na, +4 1 4
+ot +
n’(a,+a;+..+a,) n*(a +as+..+a,) n’(a +a,+..+a,,) n-1 (n-1)S

v

a+a,+a;+...+a,+4
(n—1)(a +a, +a;+...+a,)




CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

CLASA a IX-a

1. Se da un triunghi oarecare ABC si punctele M e(AB), Ne(AC) cu
AM :ﬂ =2. Pe semidreptele (BN si (CM se iau punctele Q respectiv P cu BQ =k, si
MB NC BN
g—l\jz K, k.k, eN.

Stiind ca A, P,Q sunt coliniare, sd se determine restul impartirii la 5 a lui k; +K,.

Gabriel Daniilescu, profesor, Brdila

2. Fie (a,) ,
b, =[a,], Vn=>0. Sa se arate cd (b,)

n

o progresie aritmetica de ratie r si (b,)  un sir dat de formula

n=0

.-, este progresie aritmeticd dacd si numai daca 1 € Z.

Marius Mohonea, profesor, Focsani

3. Fie a,b,c numere reale strict pozitive cu proprietatea ca ab+bc+ca=3.

. . .. . . 1 1 1
Sa se determine minimul expresiei \/az +b’+—+ \/bz +C0+—+ \/Cz +a’ T
c a

Cristian Lazar, profesor, lasi

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A IX-A

1. Se di un triunghi oarecare ABC si punctele M e(AB), Ne(AC) cu
AM :ﬂ = 2. Pe semidreptele (BN si (CM se iau punctele Q respectiv P cu BQ =k, si
MB NC BN

CP .
C—M:kz, kl’kZEN'
Stiind ca A,P,Q sunt coliniare, sa se determine restul impartirii la 5 a lui k; +K,.
Gabriel Daniilescu, profesor, Brdila
. oo SR AT 7S 27 TR — 22—
Solutie. BN = BA+ AN =-AB +§AC = BQ =k, (—AB +§ ACJ:>
e N, B, 2
= AQ = AB+BQ = AB +Kk, —AB+§AC :(l—kl)AB+§k1AC.
Q
A
P
N
M
B C
P D 2
CM =CA+ AM :—AC+§AB:>CP:k2(§AB—ACj:>
:@:A—m@:A—mkz@m_@zgkﬁ+(l_kz)r¢.
2
B -k, 3K 4
A,P,Q coliniare < AQ si AP coliniari c>2—':W<::>(l—kl)(l—k2)=—klk2 &
)

3k

< 1-k -k, +kk, =gk,k2 < 5kk, -9k -9k, +9=0<k (5k, -9) =%, -9 =

<k = %, _9. Dar k, e N = 5k, e N’ :>—45k2 —4 eN’ @—45k2 —81+36 eN <
5k, -9 5k, —9 5k, -9
<9+ EN*<:>5k2—96{1,2,3,4,6,9,12,18,36}<:>

5k, -9

2

& 5k, €{10,11,12,13,15,18,21,27,45} = k, €{2,3,9}.



Apar situatiile:

1. k2=2:>kl=9'2_9=9:>k1+k2=11;
5.2-9

2 k2=3:>k1=9'3_9=3:>k1+k2:6;
5-3-9

3. k=9 k =202 ok +k, =11,
-9-9

deci restul impartirii la 5 a lui Kk, +k, este 1.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A IX-A

2. Fie (a,) , o progresie aritmetica de ratie r si (b,) , un sir dat de formula

n>0
b = [an], vn>0. Sa se arate ca (b, )n

X este progresie aritmeticd daca si numai daca r € Z.

>0

Marius Mohonea, profesor, Focsani

Solutie. "<":

Fie reZ sia,=a,+n-r=b, =[a,]=[a,+n-r]=[a,]+n-r, Yvn=0=(h,)
este progresie aritmetica.

="

Presupunem prin reducere la absurd ca r ¢ Z = {r} #0.

n=0

Fie q=b, —b, ratia progresiei aritmetice (b,)  =q=[a]-[a,]=[a,+r]-[a]=
=[a, +{r}+[r]]-[a]=[a,+{r}]+[r]-[a,]=[r]+&, unde £<{0,1}.
Din b, =[a,]=a,-1<b,<a,, Vn>0=a,-1<b +nq<a, vn=0=
=a,+n-r-1<b,+n-q, vn=0 (1)
sib,+n-q<a,+n-r, vn=0 (2)
1. Dacd e=0=q=[r]si(1) ©a,+n([r]+{r})-1<b+n-qg<
+1

< a,+nr]+n{r}-1<b +n-[r]en-{r}<b -a +1<n< bo_{?i’

2. Daca e=1=q=[r]+15i(2) &b, +n([r]+1)<a,+n-([r]+{r}) <

, Vn>0, fals!

a,—h,

1={r}

eby+nrl+n<a +nr]+n-{r} &n-(1-{r})<a,—b, <n< , ¥n>0, fals!

Deci presupunerea facuta este falsa = r € Z.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTII, CLASA A IX-A

3. Fie a,b,c numere reale strict pozitive cu proprietatea ca ab+bc+ca=3.

g . . . . . 1 1 1
Sa se determine minimul expresiei \/az +b’+ =+ \/bz +C0+—+ \/Cz +ai+— .
C a

Cristian Lazar, profesor, lasi

Solutie. Notam E(a,b,c)= \/a2 +b’ +L2 +\/b2 +c’ +L2 +\/C2 ralit si avem
C a

b2

E’(a,b,c)=2> &’ +Z%+2Z\/a2+b2+ciz-\/b2 +c? +L2.

a

Folosim acum inegalitatile:
. Z a*> Z bc=3;
Ll_roror (1+1+1) 9
I IO > - 7 7
. Ty L :

ab ab bc ca ab bc ca ab+bc+ca

1 1 1 1
. Z“\/a2+b2+c—2-\/b2 +cz+? :Z\/(az +b? +C—2j(b2 +cz+¥j >

>Z[ab+bc+—j 2Zab+2é22'3+3=9-

ca

2

Am obtinut astfel E*(a,b,c)>2-3+3+2-9=27= E(a,b,c)>33.
Pentru a=b =c =1 se verifica ipoteza problemei, iar E (1,1,1) = 3\/5 , ceea ce spune

ca minimul cautat este 3\/§ )



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALg:OVICI”
EDITIA a XXII-a, BRAILA, 17.05.2014

CLASA A X-A

1. Rezolvati ecuatia: x8%) = 2.5708:X  pengy x (%:00]-

Carmen si Viorel Botea, Brdila

2. Fie functia f : R — R cu proprietatea ca

2015 2015
f (Z Cois -Xk]S X< Y Ciois - T4(X), oricare ar fix e R.
k=1 k=1

Aratati cd oricare ar fi a;,a,,...,8,);5 > 0 avem:

(f (a1)+1)2015 +( f (a2)+l)2015 +.+(f (azms)+l)2015 -2015

\/al2 a5 ...t a5 >

J2015

Carmen si Viorel Botea, Brdila

3.FienElngl s U ={FECE™ =1} Si se arate ca:

L}

d
a) Daci @ @8 N” este un divizoral luinsi 2@ Up, 28 @1 atunciz 2" =0,¥rEN
k=0

b) Daca m = pa g €H, BgEI G2 ¢)=1  atunci multimea & are cel putin

2 4299

submultimi nevide distincte cu proprietatea cd suma elementelor pe
care le contin este nula.

Carmen Antohe, profesor, Briila

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”

Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTIIL, CLASA A X-A

1. Rezolvati ecuatia: x'8(3%) _ 5 . 51-log X, pentru X e (%,wj-

Carmen gi Viorel Botea, Briila
Solutie:

Logaritmam si
obtinem

lgx-(lgSJrng)=lg2+(1—log2 X)lg5<:> ng~(1—lg2+ng)=lg2+(l—ig—)2(jlg5<:>
g

_lgx-lg5

< lgx-(1-1g2+1gx)=1 22

‘-1g2<:>1g2~lg2X+lg2~(l—lg2)~lgX—lg2+lgx-(l—lg2)=0
3 : 2 2 25\
Notam IgX =Yy siavemy -lg2+y-(1—lg 2)—1g2=0:>A=(1+1g 2) =Yy =lg2=x=2,
1

Y, :_Lj )(:10_11‘?2 <i fals, deci x = 2.
g2 10



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”

Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTIIL, CLASA A X-A

2. Fie functia f :R — R cu proprietatea ca
05 ) 05 )
f ZCZOIS'X SX< ZC2015-f (X), oricare ar fi X € R.
k=1 k=1

Ardtati cd oricare ar fi a;,8,,...,8,5;5 > 0 avem:

(f (a1)+1)2015 +( f (a2)+1)2015 +..+(f (a2015)+1)2015 -2015
V2015

\/af Ay ..t aggs 2

Carmen §i Viorel Botea, Brdila

Solutie:

Avem f ((X +1)2015 —1) <x<f ((X) +1)2015 —1,oricare ar fi X e R.
Din prima inegalitate pentru (X +1)2015 —l=y= f(y)<2Qy+1-1vyeR(l)
Din a doua inegalitate obtinem

Wx+1<f(X)+1= F(x)22K/x+1-1,VxeR,(2). Din(1),(2)= f (x)="Nx+1-1LVvxeR.
f(a+1)°"° -1=4,Vi=1,2015.

Avem:

C.B.S.
2,42 2 2,42 2 2
V2015 - \/al +85 +.tAys 2 + 8+t Bogps @2015(&1 +a +..+a )z(a1 +a, .. Fays) =

(F(a)+1) " +(F (@) +1)"" +ot (F (agors)+1)" " —2015
J2015 '

CBS. 5 :
= \/al +a] +..+a =




CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”

Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

SOLUTIIL, CLASA A X-A

3. Fiem&€M.m = 2gi U, ={z & C|lz™ =1} Si se arate ca:

Ny

kd+r

d
a) Dacd d € M" este un divizoral luinsi z € &, r% = 1, atunciz z =0,%¥re M.

k=0
b) Daca = — pg. g € M, pog = 2, (g} — 1, atunci multimea U,, are cel putin
2F + 2% = 3 submultimi nevide distincte cu proprietatea ca suma elementelor pe care le
contin este nula.

Carmen Antohe, profesor, Brdila

Solutie:
ny 3—1 (dz i "y
k JA ) — Z —
k=0 k=0 z -1 z" —1
b)  Fie smeosZ 4 isind  si multimile 4 ={1,9,6%,., 8009}

ﬁl = {‘l.l E..#J E‘Ef.l ||IJE'I:¢-1}P:'|
& =1, = 1 (evident).
Notam cu

A=dA= EE",E"*'HJ L E";?_ﬁﬁ"”]-, Vi=Tg=1
E‘Jf L E‘FE- EE‘F,I E&"E:ngf g E‘I:E-EM}',I 1‘i“:.li-'- L ﬁ,l p - II

Conform punctului a), Z X=0,% si Z y=0,¥; .

xeA yeBj
A N4 =6 Ve=l s BB =@ Vil
Fie E- fg,lll,l III.IE_Il} Sl ,IF - fg.'ll.'“l.'p-i}'



Atunci multimile U A, rXEPRU) s U B j . ¥¥ &P} indeplinesc proprietitile din enunt (suma
ieX jeY

elementelor este nuli si ele sunt disjuncte). Cum  c@rdP{f) m 29, iar  cardP{[} = ¥ rezulti ci

avem 2F « 2% =8 multimi cu proprietatea ceruta.
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