INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN COVASNA

OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA
30 ianuarie 2016

CLASA A X-A

1) Rezolvati ecuatiile de mai jos:

a) 3"+2"=9"%"4n’ neN"

1 1
b) (625X +5XJ[81X +3XJ:900, xeR".

2) Daca a,a,,a;,...,a, €[2,3], aratati ca:

log,, (5a, —6)+log, (5a,—6)+...+log, (5a,—6)+log, (58 —6)>2n

3.) Seconsiderd functia f:7Z —Z, astfel incat f ( f (x)) = 4X, VX € Z. Demonstrati ca:
a) f(0)=0
b) f(4")=4"f(1), vneN

Z Z
=+—

|z|=16s
7 1

4.)  a) Determinati elementele multimii: M = {z eC

1}

b) Fie « si B solutiile ecuatiei z°—z+1=0.
Calculati valoarea expresiei: (o —1)2016 +(B —1)2016 :

¢) Aritati ca pentru € C,|z| =1 are loc inegalitatea: |z+1]+|z* +1]+|z° +1]>2

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se puncteaza cu 10 puncte.

Timp de lucru 3 ore

Subiect clasa a X -a
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1.) | Din oficiu 1p
a)sn 42N :glogzn +n2<:>3I0922" 40 :3logzn2+n2 1p
Fie f :N =R, f(x) =3"°%* + x= ecuatia de mai sus este echivalenti cu 2p
f(2") = f(n%)
Functia f este strict crescitore, deci injectivi adica f(2") = f(n’) 2" =n? 1p
Solutiile naturale ecuatiei sunt N, =2,n, =4. 1p
b) Daca x <0, atunci fiecare factor din membrul stang este mai mic decat 2, deci 1p
produsul fiind mai mic decat 4, nu poate fi egal cu 900.
Pentru sumele din paranteze aplicam inegalitatea mediilor: 2p
1 1 1 1 1 1
(625X +5X][81X +3X] > 2\/625X -5x ~2\/81X :3% =2.25".52¢.2.9% .32 =
2><+i 2%l 2x+i
=4.5 2.3 " =4.15 2 >4.15" =900
. . . . - 1 1 1p
Avem egalitate atunci si numai atunci, daca 2X + v 2=>X= >
X
2.) | Din oficiu 1p
Din a, €[2,3] pentru Yk =1,n, obtinem (&, —2)(a, —3)<0 <> 5a, —6>a vk=1n | 3P
Aplicand rezultatul de mai sus si inegalitatea mediilor obtinem: 3p
log,, (58, —6)+log, (5a,—6)+...+log, (5a,—6)+log, (5a —6)>
>log, a; +log, a; +..+log, a:+log, & =
3p
=2 l93, + l9a, +..+ l9a, + l93, > 2Ny lga, 193, l9a, l9a, =2n{1=2n
lga, lga, lga,, lga, lga, lga, lga,, lga,
3.) | Din oficiu 1p
a) Inlocuind f(x) in relatia f(f(x)) = 4x obtinem f (f(f(x))) =4f(x) 2p
pe de alta parte (f°f°f)(x) = f(4x)
Din cele doua relatii rezultd ca f(4x) = 4f (x) si pentru x = 0 se obtine f(0) = 0. | 2p

Barem clasa a X -a
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b) Din f(4x) = 4f(x),pentrux = 1,4,42, ....,4" 1, Rezulti ci f(4™) = 4"f(1). 2p
Demonstratia se face prin inductie matematica. 3p
4.) | Din oficiu 1p
a) zeC=z=a+ib,abeR Din |z|=1=a"+b*=1 1p
- 2247 5 1 2p
—t-=lot——=1le"+2 ‘zl:‘az—bz‘:—
Z 1z ‘zz‘ 2
a’+b*=1 2p
Rezolvand sistemul de ecuatii 4, | o2 1,a,beR obtinem solutiile:
a’-b*==
o -b|=3
z:iliiﬁ si z:J_rﬁii1
2 2 2 2
b) Deoarece o si B sunt solutiile ecuatiei z°—z+1=0 1p
=o' -a+1=0,p-p+1=0=>a-1=a’,f-1= B
Inmultind ecuatiile cu o +1, respectiv +1=> o = -1, #* = —1 de unde obtinem: 2p
2016 2016 1344 1344
(a-1)""+(B-1)7" =(a’) +(p) =2
1p

c) 2=2|z=[2¢] =‘(z+1)+ z(2° +1)+(—z3—1)‘3|z+]4+|z|~‘22 +1‘+‘z3+:q
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