OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 15 februarie 2015
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a IX-a

1. a) (3p) Sa se determine minimul expresiei £(a)=(a+ 2)((12 —6a+ 16), unde a €[0,+w).

b) (4p) Demonstrati cd pentru orice numere reale pozitive a,b,ce[0,+oo), cu a+b+c=6, are loc

1 1
2 + 2 + 2
a-—6a+16 b~ —6b+16 ¢ —6¢c+16

. . 3 . .
inegalitatea: < =. Precizati cazul de egalitate.

Dan Popescu, Suceava
Solufie: a) E(a)=(a+2)(a’-6a+16)=a"—6a’ +16a+2da’ ~12a+32=a’ —4a’ +4a+32=

a(a - 2)2 +322>32=> min{E(a),a > O} =32, minim care se realizeaza pentru a € {0,2}.

b) Din subpunctul precedent avem:

1 a+2 1 b+2 1 c+2
. < = < " < ,Va,b,ce[0,+oo).
a —6a+16 32 b —-6b+16 32 ¢ —6¢c+16 32

Adunéand cele trei inegalitati, termen cu termen, obtinem

1 1 1 a+2+b+2+c+2 12 3 . 9
> +— +— < =—==.  Egalitatea are loc daca
a —6a+16 b —6b+16 ¢ —6¢+16 32 32 8
a,b,c€{0,2} sidin conditia a+b+c=6 obtinem a=b=c=2.
Barem:
a)Determina E(a) =a’—4a’ +4a+32 Ip
Gaseste minimul 2p
a+2
b) Scrie < ,Vae|0,+0) si analoagele 2
e 1o 32 [0-40) s s P
Aduna inegalitdtile, finalizare 1p
Determina cand are loc egalitatea 1p
2
2. Sa se determine cardinalul multimii 4= {xn eQ|x, = 2” 2 Sne N,1<n< 2015}
n —_—

ek
Solutie. Vom determina cati termeni ai sirului (xn )n din multimea A coincid. Fie m,n € N,m #n. Avem
42 mi+2
nw-n+2 m-m+2
Cum m # n, in mod necesar avem mn =2 < (m,n)e {(1,2),(2,1)} . In concluzie singurii termeni care

. Dupa efectuarea calculelor obtinem x, =x,, < (n—m)(nm—2)=0.

X, =X, <&

coincid sunt x; si x,. Deci card (4)=2014.

Barem.
Determina numarul de termeni care coincid 6p
Finalizare card(A) =2014. Ip

3. Fie ABC un triunghi dreptunghic (m(<):A) = 90°) si D, E, M respectiv picioarele indltimii, bisectoarei si
medianei din A. Se noteazd BC =a,AC =b, AB =c. Aratati ca:

2 2
TE:( a jAD+ 1—( a j AM.
b+c b+c

seksk
Solutie. Aplicim teorema bisectoarei in triunghiul ABC: EC_AC_b —AE=—S"4C+ b 4B.(1)
EB AB ¢ c+b c+b
Aplicam teorema catetei pentru AB, respectiv AC si obtinem:
2 2 DC b2 T~ Cz = b2 —_
AC* =aCD,AB* =aBD = —=—= AD=———5 AC+——— AB.(2)
DB ¢ c +b c+b

. . . — 11— 1— . . ..
[AM ] este mediand in triunghiul ABC, rezultd AM = EAC + 5/18.(3) Din ultimele doui relatii deducem:



e o e e

2 2 2\ 2 . 2 _
+( ¢ j LA 1—( 2 j AB=C b e Dbl Sp IE,
b+c) ¢c+b” 2 b+c (b+c) (b+c)

Barem.

Determina relatia 1 2p
Determina relatia 2 2p
Determina relatia 3 Ip
Finalizare calcul 2p

4. Fie triunghiul 4BC , O centrul cercului circumscris triunghiului 4BC, I, centrul cercului inscris in
triunghiul ABO si I, centrul cercului inscris in triunghiul ACO. Demonstrati cd [/, || BC daca si
numai dacd [4B]=[4C].

Andrei Anca, Suceava
Solutie. Notam cu M mijlocul segmentului [4B], N mijlocul segmentului [AC] si lungimile 4B=c,
AC=b s1i OA=0B=0C =x.Avem ca MN || BC si scriind vectorii de pozitie ai punctelor /,,/, obtinem:

o _XIp kXTI Cry X XE, 2x L xrg+xr,  2x

7 = = Py 1= = 7y , de unde rezulta:
1 2x+c 2x+c 2x+c : 2x+b 2x+b
L -—2 oN-—2_ 6w (1)
2x+b 2x+c
Deoarece MN =ON —OM si utilizand relatia (1) vom avea ca:
e 2 2
IL|BCo = =2 op=c
2x+b 2x+c
Barem.
Determina vectorii de pozitie ai punctelor /,1, 3p
Determina relatia 1 1p
Impune conditia de coliniaritate a vectorilor. Finalizare 3p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



