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(cos x)*** —cos 2x

Problema 1. Calculati lim >
x—0 X

Florian Dumitrel, Slatina

Problema 2. Matricele A B e M, (R) verifica relatia 1, +3AB =2BA.
Aratati ca det(AB—BA)=0.

Florin Nicolaescu, Bals

Problema 3. Se considerd sirul (a,) , definit prin a, =1 si

n .
a,, =,/a +—— ,pentruorice n>1.
n+1

Aritati ca (a,) , este convergent si determinati lima, .

n—oo

Florian Dumitrel, Slatina

Problema 4. Fie Ae M,(R) cu det A=1. Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) det(A*—A+1,)=0;

b) det(A+1,)=6 si det(A—1,)=0.
Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2013

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Ccos T

Problema 1. Calculati lim (cosz) — Cos 2:r'

x—0 x

2
- Florian Dumitrel
Solutie. Pentru orice z cu 0 < |z| < 5 aven:

(cos )" — cos 2z eeos@n(cos®) 11 _cos2x
x? x? x?
€08 z-In(cosx) __ 1 % 1 — cos 2z
= cosx- ————  -In(cosx)#? + ———.

cosz - In (cos x)

Intrucat

1

9 ecosw‘ln(cos ) _ 1 e¥ —1
lim ——— = lim =1,

2—0 cosz-In(cosz) y—0 y

cosx
o o .. (cosz) —cosz 3
rezultd ca lim 5 =-.
z—0 €T 2

Problema 2. Matricele A, B € M5 (R) verifica relatia Io + 3AB = 2BA. Aritati cd det (AB — BA) = 0.
Florin Nicolaescu
Solutie. Din ipotezd rezultd cd I + AB =2 (BA — AB) si I + BA =3 (BA — AB). Prin urmare,

det (I2 + AB) =4det (BA — AB) si det (Io + BA) =9det (BA— AB). (%)
Vom arita ca det (I + AB) = det (I + BA) . Pentru orice matrice M € My (R) si orice z € R, avem
far () :=det (xIy + M) = det M +TrM -z + x°.
Cum det (AB) = det (BA) si Tr (AB) = Tr (BA), deducem ci fap (z) = fpa (x) pentru orice z € R. In

consecintd, avem fap (1) = fpa (1), adicd det (Ix + AB) = det (Iz + BA)
Din relatia (x) rezultd c& det (BA — AB) = 0, deci det (AB — BA) =0

Problema 3. Fie girul (a,),~, definit prin

. n
a1 =14l ap41 = an+m, V)n>1
Ardtati cd sirul este convergent si calculati lim ay,.
n—oo
Florian Dumitrel
Solutie. Prin inductie se arata ca
1 5
1<a, < +2\f, (V)n e N*

sau, de exemplu,
1<a, <2, (V)neN*

/ 1 R
Avem a; =1sias =4/1+ > deci a1 < as. In ipoteza a,_1 < a,, rezultd ca

pnote b <an+—
Qp— - Qp— 1 Qp R
! n ! n+1 n+1



si, in consecintd, a, < ap41. Deci sirul (a,),~, este strict crescitor.

Fiind crescator i marginit superior, girul (a, ), este convergent. Daci a = lim a,,atuncia =+va+1 (a >

n—oo
1+5
7

1), de unde obtinem a =

Problema 4. Fie A € M3 (R) cu det (A) = 1. Ar#itati c8 urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) det (A% — A+ I3) = 0;
b) det (A + I3) = 6 si det (A — I3) = 0.

Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2013
Solutie. Polinomul caracteristic al matricei A are forma

fa(x) =det (zI3 — A) = 2 + az® + bz — 1.
Deoarece A2 — A+ I3 = (A — wl3) (A —©l3), unde w € C \ R astfel incat w® = —1, rezultd ca
det (A% — A+ I3) = |det (A — wl3)|* = |fa (W)
(=) Dacd det (A% — A+ I3) = 0, atunci f4 (w) = 0, de unde obfinem a = —2 si b = 2, deci
fa(x) =23 —22% + 22 — 1.

Prin urmare, det (A + I3) = —fa(—=1) =6 si det (A — I3) = —fa (1) = 0.
(«) Conform ipotezei, avem fu (—1) = —6 51 fa (1) =0, deci

fa(z) =2 —22% 4+ 22 — 1.

Cum fa (w) =0, din relatia (x) deducem ci det (A% — A+ I3) = 0.



