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Problema 1.  Calculaţi 
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(cos ) cos2
lim

x
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x x

x
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 . 

Florian Dumitrel, Slatina 

 

Problema 2.  Matricele 2, ( )A B  verifică relaţia 2 3 2I AB BA  . 

Arătaţi că det( ) 0AB BA  . 

Florin Nicolaescu, Balş 

 

Problema 3.  Se consideră şirul  
1n n

a


 definit prin 1 1a   şi  

1
1

n n

n
a a

n
  


 , pentru orice 1n  . 

 Arătaţi că   
1n n

a


 este convergent şi determinaţi lim n
n

a


. 

Florian Dumitrel, Slatina 

 

Problema 4.  Fie 3( )A  cu det 1A . Arătaţi că următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

a) 2

3det( ) 0A A I   ; 

b) 3det( ) 6A I   şi 3det( ) 0A I  . 

Gazeta Matematică nr. 6-7-8/2013 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

NOTĂ.  Toate subiectele sunt obligatorii.  Timp de lucru: 3 ore. 



OLIMPIADA DE MATEMATIC¼A OLT
Etapa local¼a �16 februarie 2014

CLASA A XI-A

Problema 1. Calculaţi lim
x!0

(cosx)
cos x � cos 2x
x2

:

Florian Dumitrel
Soluţie. Pentru orice x cu 0 < jxj < �

2
; avem:

(cosx)
cos x � cos 2x
x2

=
ecos x�ln(cos x) � 1

x2
+
1� cos 2x

x2
=

= cosx � e
cos x�ln(cos x) � 1
cosx � ln (cosx) � ln (cosx)

1
x2 +

1� cos 2x
x2

:

Întrucât

lim
x!0

1� cos 2x
x2

= 2 lim
x!0

�
sinx

x

�2
= 2; lim

x!0
(cosx)

1
x2 = e�

1
2

şi

lim
x!0

ecos x�ln(cos x) � 1
cosx � ln (cosx) = lim

y!0

ey � 1
y

= 1;

rezult¼a c¼a lim
x!0

(cosx)
cos x � cosx
x2

=
3

2
:

Problema 2. Matricele A;B 2M2 (R) veri�c¼a relaţia I2 + 3AB = 2BA: Ar¼ataţi c¼a det (AB �BA) = 0:
Florin Nicolaescu

Soluţie. Din ipotez¼a rezult¼a c¼a I2 +AB = 2 (BA�AB) şi I2 +BA = 3 (BA�AB) : Prin urmare,

det (I2 +AB) = 4 det (BA�AB) şi det (I2 +BA) = 9 det (BA�AB) : (�)

Vom ar¼ata c¼a det (I2 +AB) = det (I2 +BA) : Pentru orice matrice M 2M2 (R) şi orice x 2 R; avem

fM (x) := det (xI2 +M) = detM + TrM � x+ x2:

Cum det (AB) = det (BA) şi Tr (AB) = Tr (BA) ; deducem c¼a fAB (x) = fBA (x) pentru orice x 2 R: În
consecinţ¼a, avem fAB (1) = fBA (1) ; adic¼a det (I2 +AB) = det (I2 +BA) :
Din relaţia (�) rezult¼a c¼a det (BA�AB) = 0; deci det (AB �BA) = 0:

Problema 3. Fie şirul (an)n�1 de�nit prin

a1 = 1 şi an+1 =
r
an +

n

n+ 1
; (8)n � 1:

Ar¼ataţi c¼a şirul este convergent şi calculaţi lim
n!1

an:

Florian Dumitrel
Soluţie. Prin induçtie se arat¼a c¼a

1 � an <
1 +

p
5

2
; (8)n 2 N�

sau, de exemplu,
1 � an < 2; (8)n 2 N�:

Avem a1 = 1 şi a2 =

r
1 +

1

2
; deci a1 < a2: În ipoteza an�1 < an; rezult¼a c¼a

an�1 +
n� 1
n

< an�1 +
n

n+ 1
< an +

n

n+ 1
;



şi, în consecinţ¼a, an < an+1: Deci şirul (an)n�1 este strict cresc¼ator.
Fiind cresc¼ator şi m¼arginit superior, şirul (an)n�1 este convergent. Dac¼a a = lim

n!1
an; atunci a =

p
a+ 1 (a >

1); de unde obţinem a =
1 +

p
5

2
:

Problema 4. Fie A 2M3 (R) cu det (A) = 1: Ar¼ataţi c¼a urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
a) det

�
A2 �A+ I3

�
= 0;

b) det (A+ I3) = 6 şi det (A� I3) = 0:
Gazeta Matematic¼a nr. 6-7-8/2013

Soluţie. Polinomul caracteristic al matricei A are forma

fA (x) = det (xI3 �A) = x3 + ax2 + bx� 1:

Deoarece A2 �A+ I3 = (A� !I3) (A� !I3) ; unde ! 2 C n R astfel încât !3 = �1; rezult¼a c¼a

det
�
A2 �A+ I3

�
= jdet (A� !I3)j2 = jfA (!)j2 : (�)

()) Dac¼a det
�
A2 �A+ I3

�
= 0; atunci fA (!) = 0; de unde obţinem a = �2 şi b = 2; deci

fA (x) = x
3 � 2x2 + 2x� 1:

Prin urmare, det (A+ I3) = �fA (�1) = 6 şi det (A� I3) = �fA (1) = 0:
(() Conform ipotezei, avem fA (�1) = �6 şi fA (1) = 0; deci

fA (x) = x
3 � 2x2 + 2x� 1:

Cum fA (!) = 0; din relaţia (�) deducem c¼a det
�
A2 �A+ I3

�
= 0:


