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CLASA a XI-a

Problema 1.

Sa se studieze convergenta ~irulu i (xn Ll ' daca Xl= a E IR ~i Xn+l = X~ - Xn + 1" pentru orice

n?: 1.

Problema 2.

Fie AE M2(C) astfel incat det(A) = 1. Sa se arate ca : det(A2 +A - 12)+det(A2 +12) = 5.

Problema 3.

Fie G multirnea matricelor patratice de ordinul3 care au elementele egale leu -lsau l ,

a) Cate elemente are rnultirnea G? I
b) Determinati multimea {del(AlIA! G}.

Problema 4.

S~ ~. (1 1 1 1 ) 0a se arate ca lim --+--+--2 + ...+-- = .
n ..• ~ n +1 n +2 n +2 n +2n

Timp de lucru:3 ore.
Fiecare problema este notatii cu 7 puncte.
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Problema 1. 1

Sa se studieze convergenta ~ir~lui (Xn )n21' dad Xi = a E lR ~i pentru
Xn+1 = x; - Xn + 1.

Rezolvare

Cum Xn+1 -Xn =(X
Il
-l)2 ~O,(xn)este crescator. Ip

2pDaca a::: (0,1) se obtine ca limx = 1., nn-'~

Daca ac {O,l},xn =1 oricarearfi n~l .

Dad a<O sau ac-l se obtine limx, =100•
n-'~

2p
2p

Problema 2.

Fie AE M2(C) astfel incat detA=1.ISa se arate ca: det(A2 +A-12)+det(A2 +12)=5.

Rezolvare

Daca a,j3 sunt valorile proprii ale matricei A, atunci aj3 = 1

det(A2 + A -12) = Cd + a-1)(p + 13-1)
det(A2 + 12) = (a2 + 1)(132+ 1) I

det(A2 +A-12)+det(A2 +12) =(a2 +a-1)(j32 + j3-1)+Ca2 +1)(132+1) = (aj3)2 +a2j3_
_a2 + aj32 + aj3 - a - 132

- 13+ 1+ Caj3)2 + a' + 132+ 1= 5.

I

orice n~l,

2p
2p
Ip
2p
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Problema 3. I'
Fie G multimea matricelor patratice de ordinul3 care au elementele egale cu -1 sau 1.

a) Cate elemente are multimea G? I
b) Determinati multimea {detAIAEG}.

Rezolvare I
I

a) 0 matrice din G are 9 elemente, fiecare dr'ntre ele putand lua 2 valori (-1 sau 1).
Multimea G are 29 = 512 elemente. 2p

b) Fie AE G . Din deflnitia unui d~terminant de ordinul3 obtinem di det(A) este 0 sum a
cu 6 termeni de tipul (±1).(±1)-(~1),deci -6:'; det(A) :,;6 .

Adunand linia 1 la liniile 21 si 3 obtinem det(A)=det(B) unde Beste 0 matrice care
are pe prima Iinie -1 sau 1, iar pe liniile a doua ~i a treia are 0,-2 sau 2. Scoatem
factorul comun 2 de pe liniile J doua si a treia si atunci det(A)=4det(C), unde C este 0

matrice care are pe prima lini1e-1 sau 1, ia~ pe liniile a doua ~i a treia are 0,-1 sau 1.
Cum dettC)« !Z deduce cii 4 divide det(A), prn urmare det(A}E {-4, 0, 4}. 3p

[
1 1 1] [1 1 1] IFie A)= 1 I 1 si ~= 1 -1 -1 . Evident Ai'~,-~EG ~i det(A)=0,det(~)=4,
1 1 1 1 1 -1 1

det(-~) =-4 .in concluzie, {de~(A)IAEG }={-4, 0, 4}. 2p

Problema 4.

Sa se arate ca lim(_l_ +_1_ + ...~11_l_)= o.
"->~ n+1 n+2 n+2"

Rezolvare

Cu inegalitatea mediilor avem:
11 111 1 111 1

0<-+-+ ...+--:,; r + r;:;- + ...+ r-;:;; = r(-+ ~+ ...+ r:::;)'
n+1 n+2 n+2" i-i« z-n« 2-vn.2" 2-vn 1 -n -rr 3p

Utilizam teoremJa StOlz_c~esaro~i ~~rr;;;., ==0 si avem:

111 1
1+J2+ ...+ 2" 2"+) 1 1

lim =lim ~ ==lim-· -(In+1+Fn)=0"...•~ 2Fn I n...•~. (..In+i - Fn) n->~ 2 ~ 3p

Teorema clestelui qe aSig1ra ca limita ceruta este O.

Timp de lucru: 3 are. I
Fiecare problema este notatii cu 7puncte.

Ip
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