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Clasa a XII-a

1. Calcula̧ti Z �
3x10 + 2x7

�
3
p
x3 + 1dx:

2. Pe o muļtime M este de�nit¼a o lege de compozi̧tie asociativ¼a, cu
proprie-tatea

(xy)2016 = yx;

pentru orice x; y: Ar¼ata̧ti c¼a legea este comutativ¼a.

3. Ar¼ata̧ti c¼a dac¼a integralaZ a

0

cos3 (�x+ �t) dt

nu depinde de x 2 R; atunci a este un num¼ar întreg par.

4. Fie G un grup �nit. Ar¼ata̧ti c¼a pentru orice elemente x; y din G are loc

ord (xy) = ord (yx) :

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



Olimpiada de matematic¼a
faza local¼a

21 februarie 2016
Soluţii şi bareme
Clasa a XII-a

1. Calculaţi Z �
3x10 + 2x7

�
3
p
x3 + 1dx:

Soluţie. Avem Z �
3x10 + 2x7

�
3
p
x3 + 1dx =

Z �
3x8 + 2x5

�
3
p
x6 (x3 + 1)dx

=

Z �
3x8 + 2x5

�
3
p
x9 + x6dx:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Dac¼a not¼am x9 + x6 = t; avem

�
9x8 + 6x5

�
dx = dt; sau

�
3x8 + 2x5

�
dx = 1

3dt: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Integrala devine

1

3

Z
3
p
tdt =

1

4
t
4
3 + C;

de unde Z �
3x10 + 2x7

�
3
p
x3 + 1dx =

1

4

�
x9 + x6

� 4
3 + C:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

2. Pe o muļtime M este de�nit¼a o lege de compozi̧tie asociativ¼a, cu proprie-tatea

(xy)
2016

= yx;

pentru orice x; y: Ar¼ataţi c¼a legea este comutativ¼a.
Soluţie. Punem n în loc de 2016. Avem (xy)

n
= yx; de unde ((xy)n)n = (yx)n = xy: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Pe de alt¼a parte, ((xy)n)
n
=
�
(xy)

n�1
(xy)

�n
= (xy) (xy)

n�1
= (xy)

n
= yx; de unde concluzia . . . . . . . . . . . 4p

3. Ar¼ataţi c¼a dac¼a integrala Z a

0

cos3 (�x+ �t) dt

nu depinde de x 2 R; atunci a este un num¼ar întreg par.
Soluţie. Facem schimbarea de variabil¼a x+ t = u: ObţinemZ a

0

cos3 (�x+ �t) dt =

Z x+a

x

cos3 (�u) du:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Fie F (u) o primitiv¼a a funçtiei f (u) = cos3 (�u) : AtunciZ x+a

x

cos3 (�u) du = F (x+ a)� F (x) :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Dac¼a integrala nu depinde de x; atunci (F (x+ a)� F (x))0 = 0 (derivarea se face dup¼a variabila x), de unde

cos3 (�x+ �a) = cos3 (�x) ;

pentru orice x: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Pentru x = 0; obţinem cos3 (�a) = 1; deci cos (�a) = 1; de unde �a = 2k�; cu k întreg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p



4. Fie G un grup �nit. Ar¼ataţi c¼a pentru orice elemente x; y din G are loc

ord (xy) = ord (yx) :

Soluţie. Deoarece G este �nit, orice element are ordin �nit. Fie x; y 2 G şi n =ord(xy) ; m =ord(yx) :
Deducem c¼a (xy)n = e; de unde x (yx)n�1 y = e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Dar x (yx)n�1 y = e implic¼a (yx)n�1 = x�1y�1 = (yx)�1 ; de unde (yx)n = e; ceea ce implic¼a ord(yx) � n;
adic¼a m � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Similar obţinem n � m; deci m = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p


