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CLASA A X-A

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.

Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete. Timp de lucru: 3 ore.

Fie f:[0,1] - [0, 1] o functie bijectiva. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
Q) (fef)x)=x (V)x€[0,1];

b) (fe )+ f(x)=x+f""(x), (V)x€[0,1]
Rozalia Marinescu, Hunedoara (GMB , nr.12/2014)

Fie numerele reale a, b € (1, ©), a<b, si numerele x,y € (a,b). Sia se arate ca
log[(a+ b)y —ab] -logy[(a + b)x — ab] = 4.

Ion Célinescu, Campulung Muscel

Fie M = {z € C||z — i| = 1} . Sa se determine valoarea maxima a expresiei |z +]42 +|z —3|2

atunci cand z € M si pentru ce valoare se realizeaza .

Fief:R->R,f(x)=a*—a*,a>0,a+1.
a) Sa se studieze monotonia functiei f ;

b) Sa se arate ca f este bijectiva si sa se calculeze inversa sa.

C.d.p.
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CLASA A X-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1.

Detalii rezolvare Ss?)rcﬁg']c
=: Presupunem ca f(f(x)) =x, (V)x€[0,1] (1). Atunci f(x) = f~1(x) si adunand
cele doud relatii obtinem ¢ f(f(x)) + f(x) = X+ F71RE) cvveiieeiiiiiiieee e, 2p
&: Presupunemf (f(x)) + f(x) = x + f~1(x), (¥)x € [0,1]. Pentru x - f(x) obtinem
FFUF@)) +F(f)) = F@) + %D €[0,1]. (2) covorvierceiccceeeee 1p
NOEM F(F () = G+ttt 1p
Relatia (2) sescrie f(g(x)) + g(x) = F) +2 (3) vovvvreeeiiiiiiieeiiiie e, 1p
Fie h(x) = f(x) + x = hbijectiva (ca suma de functii bijective). Din (3) se obtine ca
R(GQI)) = () et 1p
si din injectivitate = g(x) = x, adica f(f(x)) =x,(V)x€[0,1]. ...cooiiii 1p
Subiectul 2.

Detalii rezolvare E’S%r;g
DINa<x<b=(x—=a) (X —=D) < O it 1p
x? —(a+Db)x +ab < 0= log, x* <logy[(a+ b)x —ab] (pentruciy >a>1)......... 2p
Analog log, y? <log,[(a + b)y — ab] de unde prin inmultire rezulti ci
log,[(a + b)x — ab] - log,[(a + b)y — ab] = log, ¥y 108, x? .......ooviiiiiiaeeeeen, 2p
log, ¥ +logy x% = 4108, ¥ 108y X =4 ... 1p
Egalitatea are IoC pentru x =y € (@, D) ...onvininiiii e 1p
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Subiectul 3.

Detalii rezolvare Barem
asoclat
Z
)
A(-1) cQ) B(3)
. . . e A 2 2 | 2 1 2
Din teorema medianei aplicam in APAB = PA“ + PB“ = 2PC +§- AB” .. ... 2p
PA? + PB? = |z + 1|? + |z — 3|? deci expresia este maxima atunci cand PC este maxim .... 1p
PC este maxim dacd 01 € (PC) ..ottt e 1p
) X+y=1
z = x + iy, ecuatia dreptei 0,C este x + y = 1. Rezulta sistemul < ) sise
x2+(y-1)° =1
1 1
obtine X=——=, V=04 —= L
2R 2
. 2
Atunci |z + 112+ |z =312 <2- (V2 =1) +8=14+4VZ2 ...coooooiiiiiii] 1p
Subiectul 4.
Detalii rezolvare Barem
asoclat
a) Daca a > 1 functia f e strict crescdtoare ca suma de functii strict crescatoare (functia
—@ 7% €S8 SIIICE CrESCALOATE) ...\ vttt ittt ettt et et et et et e et e e e aaaaaes 1p
iar daca a € (0,1) functia f este Strict descrescatoare ............o.oeveverereninininininininnns 1p
b) Fiey e R. Atunci f(x) =y =a**—y-a*—1=0 ecuatie din care rezulti ci
2
+ +4
a* = ;/ > 0 e, 2p
2
+4y +4
= x=log, %deci feste SULJECtiVAL ...t 1p
Atunci, conform a) functia e bijectivd, deci inversabild si inversa este f~1:R > R
2
X+VX +4
f*(x)=log, N TR 2p




