MINISTERUL EDUCATIEI
NATIONALE SI CERCETARII
STIINTIFICE

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 5.03. 2016
Clasa a VII - a

PROBLEMA 1. Se considera numerele rationale distincte aq, as, ..., a,, astfel incat din oricare
patru dintre ele exista doua care au produsul —1.

a) Dati un exemplu de 6 astfel de numere;
b) Aflati valoarea maxima a lui n.

a
PROBLEMA 2. Sa se arate ca daca numerele strict pozitive a, b, c € Q verifica relatia =

b+c
b c .
= ——, atunc:
at+c a-+b
) \/ a+b b+c c+a €0
a .
a+2b+3c b+2c+3a c+2a+3b ’

ab bc ca
) \/c(2a —b) * a(2b — ¢) * b(2¢ — a) ERNQ

PROBLEMA 3. Fie triunghiul ABC si M mijlocul laturii [BC|. Daca N este mijlocul segmen-
tului [AM | si BN N AC = {P}, determinati raportul dintre aria patrulaterului M CPN si aria
triunghiului ABC.

PROBLEMA 4. In triunghiul ABC, fie M mijlocul lui [BC] si P un punct pe BC, P # M.
Paralela prin P la AC intersecteaza drepta AM in E, iar paralela prin P la AB intersecteaza

dreapta AM in F. Sa se demonstreze ca punctele E si F' sunt simetrice fata de M.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Se considera numerele rationale distincte aq, as, ..., a,, astfel incat din oricare

patru dintre ele exista doua care au produsul —1.

a) Dati un exemplu de 6 astfel de numere;
b) Aflati valoarea maxima a lui n.

Barem de corectare.

1 1 1
p) a) De exemplu, numerele 2, 3,4, ——, ——, —— verifica cerintele din enunt; in general, putem lua
3 D 1 12342 371 ifica cerintele di t;in g 1, putem 1
1 1 1 . . .
numerele a, b, ¢, — —, — A unde a, b si ¢ sunt numere distincte din Q*.
a c

(3p) b) Dacd n > 7, atunci cel putin 4 dintre cele n numere au acelagi semn. Agadar, in acest caz,
exista 4 numere dintre care nu putem alege doua a caror produs sa fie —1.
(1p) Deci, valoarea maxima a lui n este 6.

PROBLEMA 2. Si se arate ca daca numerele strict pozitive a, b, c € Q verifica relatia b—(il-
c
b c

= ——, atunci:
at+c a-+b

)\/ a-+b b+c c+a

G .
a+2b+3c b+2c+3a c+2a+3b Q

ab bc ca
) \/c(?a —b) + a(2b —¢) * b(2c — a) cERNQ

Barem de corectare.

b c a+b+c 1

btc a+c atb 2a+bte) 2

(2p) Din ipoteza, obtinem ca

2a =b+c
(3p) Deci { 2b=a+c ,de unde rezultd ci a =b=c.
2ce=a+b
Asadar, avem:
a+b b+c c+a 2 2a 2a
1 Y e e T i U |
(1p) \/a—|—26+3c b+2c+3a c+2a+3b 6a+6a+6a €Q

2

ab bc ca a> a a?
1 =\/=+t+== R .
(1p) \/c(2a—b)+a(2b—c) +b(20—a) a2+a2+a2 V3ERNQ




PROBLEMA 3. Fie triunghiul ABC si M mijlocul laturii [BC|. Daca N este mijlocul segmen-
tului [AM | si BN N AC = {P}, determinati raportul dintre aria patrulaterului MCPN si aria
triunghiului ABC.

Barem de corectare. Fie MR || BP (R € PC)si S = Asnp.

BP
Deoarece M R = =
MR BP
obtinem ca NP = < = de unde A gy = 3Asnp = 3S.

Dar cum A gy = Agyn = 35
§i AABM = AAMC = 65, rezulta ca AABC =125

si Ayopn = Aame — Aanp = 5S.

Anvcepn 5
Asad = —.
sadar, . 3

PROBLEMA 4. In triunghiul ABC, fie M mijlocul lui [BC] si P un punct pe BC, P # M.
Paralela prin P la AC intersecteaza drepta AM in E, iar paralela prin P la AB intersecteaza

dreapta AM in F. Sa se demonstreze ca punctele E si F' sunt simetrice fata de M.

Barem de corectare.
Fie FD | AC, D € BC.

MP MF

D PF || AB It cd —— = —

coarece PF || AB, rezulta ¢ p = T
MD MF
iar din F'D || AC Ith cd —— = ——
iar din I rezultd ca C - A

de unde, M P = MD.
Deoarece APME = ADMF, obtinem FM = MFE,

adica, punctele F si F' sunt simetrice fata de M.

I Fiecare corector acords un numar intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



