1. Aratati ca exista o singura functie f:R — R, care satisface egalitatea
X
P £ (sm)= P s)err ()

pentru orice x € Rsgi orice y e R".
Marchitan Gheorghe, Suceava
Rezolvare. Luand y =1 si apoi y =—1obtinem
F(x+D)+ 2 (x=1)= f2(x)+ £ (x),
f? ()c—1)+f2 ()chl)zf2 (x)+f2 (—x),Vxe]R
Luénd x =0 in egalitatea initiald, avem f?(y)+f°(-y)= ( + yz) VyeR"

:>(1) f? (x)zfz(—x),‘v’xeR.(l).

2
si, tinand seama de (1), avem /7 (x) = fT(O)(l +Xx ) VxeR".Pentru f(0)0,avem

fz(x+y)+f2(x—y)zfz(o)-(l+x2+y2)§i fz(x)+y2f2(%j=f2(0).(1+2x2+y2),

deci egalitatea data nu este verificatd. Urmeaza f(0)=0 si deci f(x)=0,(V)xeR".



2. Sa se determine numerele reale x stiind ca sirul u, = [nx] , Vn>1, este progresie

aritmetica.
Mihai Piticari, Dan Popescu, Suceava

Rezolvare. Evident (u,) _ este un sir de numere intregi .

u, =[x], deci ratia  este numar intreg. Avem u, =[x]+(n—1)r, Va>1. Deci

[nx] = [x]+(n—1)r,Vn >1 sau nx—{xn} =[x]+(n—1)r sau n(r—x) = r—{xn} —[x] . Din
ultima relatie rezultd r—[x]-1<n(r—x)<r-[x],Vn21.

r—|x
Daca r>x=>n< L,‘v’n >1, absurd. Cazul r < x se trateaza la fel.
r—x

Deci r=x, adica xeZ.



3. Aratati ca, daca x, y € R, atunci |1 + x| + |1 + y| + |1 + xy| > |x| + |y|

Ton Bursuc, Suceava
Rezolvare. Inegalitatea din enunt se scrie sub forma: (|1 + x| + |1 + y| + |1 + xy|)2 > (|x| + | y )2 ,
echivalent cu

14+2x+x" +1+2y+)° +1+2xy+x2y2+2|(1+x)(1+y)|+2|(1+xy)(1+y)|
+2|(1+x)(1+xy)|2x2 +3°+2|x, sau

2(1+x)(1+y)+2|(1+x)(1+y)|+(1—|xy|)2 +2|(1+y)(l+xy)|+2|(l+x)(1+xy)| >0
ceea ce este adevarat.




4. Notam cu O punctul de intersectie al diagonalelor AC si BD ale patrulaterului convex
ABCDsifie 1,,1,,1,,1, respectiv centrele cercurilor Inscrise ale triunghiurilor AOB, BOC, COD,

DOA. Sa se demonstreze cd patrulaterul /,7,1,1, este inscriptibil daca si numai daca
(AAOB)_pm+30+0AKCD+D0+OC)

2 ) (BC+CO+0B)(DA+A0+0OD)’

Catalin Tigderu, Suceava

Rezolvare. Se justifica imediat faptul ca tripletele de puncte /,,0,1; si I,,0,1, sunt coliniare si
ca dreptele 7,1, si 1,1, sunt perpendiculare; dacd presupunem ca patrulaterul /,/,/,/, este
inscriptibil, atunci va rezulta cd (*) 1,0, - Ol, = 1,0-10,.

Notam m (MOB) =asicur,ie {1, 2,3, 4} respectiv razele cercurilor inscrise ale triunghiurilor

AOB, BOC, COD, DOA; atunci

Ol =r. -sin%,ie{l,3}, Ol =r, sin?—<¢

1

=7 -cos%, ie{2,4}.

A . n . a -7 o o . . .. .
Inlocuind in (*) ,obtinem tg— =-2—* Dacdnotdimcu S, p,, i € {1,2,3,4} respectiv ariile i
h-n

semiperimetrele triunghiurilor AOB, BOC, COD, DOA, atunci, inlocuind 7, = —,
P;
: a nr S8 pp; . . _ .
obtinem fg —=—-—=——-——;dar, dacd notdm cu %, si 4. lungimile perpendicularelor
nry 88y pypy
e . .S, h. S, h .. a
duse respectiv din varfurile 4 si C pe BD, atunci —= = —%,—* = deci tg— = M,
S hy Sy he DD,
ceea ce conduce la concluzia directei. Reciproc, daca presupunem ca relatia din enunt este
valabila, atunci, deoarece tripletele de puncte /,,0, 1, si 1,,0,1, sunt oricum coliniare, rezulta ca

relatia(*) asigura conciclicitatea punctelor /,,/,,1,,1,.Cu aceasta, problema este rezolvata.
{ g p 1odysd3sdy p




1. Fie pe N". Atunci:
1) ‘1+Z’J‘ > ‘l—|z”p ,VzeC.
2) ‘I—Z”‘ > ‘1—|Z”p ,VzeC.
3) ‘1+Z’J +22”‘ > ‘1—|z”2p ,VzeC.
Rezolvare. Vom arita, mai intéi, c¢d daca a,b € C, atunci ‘a’” —bp‘ > Ha| —|b”p ,VpeN".
Pentru aceasta, utilizam formula
a’” —b" = (a —b)(a - a)b)(a —a)zb)...(a - a)”_lb) ,
unde @’ =1,w #1. Atunci:
‘a” —b”‘ = |a —b||a — a)b”a —a)zb‘...‘a — a)”_lb‘ > Ha| —|b”p .
Am tinut cont ca |x—y| > Hx| —|y” :
De aici, pentru a =1 s1 b =z, se obtine 2).
Pentru a=1 si b=A1z,cu A” =—1, se obtine 1).
3)Dacd e +5+1=0,
‘1+Zp +22p‘z‘l—gzp‘-‘l—a‘zz"‘:‘gz —Zp‘-‘g—zp‘2‘1—|2”p "1—|Z”p :‘1—|Z”2p.

Sorin Radulescu, Mihai Piticari,
C-lung Moldovenesc



2. Fie a,b,c €(1,0) astfel incat a+b+c=6. Si se demonstreze ca

loga(%+a)+logb (i/a+b)+logc (%+0)2%.
Rezolvare. Din 3/bc +a > 2+y/bc -a si celelalte deducem sirul de inegalitati:
log, (%/Ejta) > %(%loga b+%loga c+2log, 2+1),
3 1(1 1
log, (\/a+b)25 glogbc+§10gh a+2log, 2+1 1|,

log, (%4‘6') > %(%10& a+%logc b+2log, 2+1j,

de unde, dupa insumare si dupa log_ b +log, c+log, a > 3-2/10ga b-log, c-log.a =3,

log, c+log, a+log, b> 3-{/10ga c-log, a-log, b =3, ajungem la:

loga(%/E+a)+logb(%+b)+logc(%+c)2%+ 1 1 N 1

+ :
log,a log,b log,c

1 . o . . .. .
Deoarece f: (l,oo) - (0,00), f (x) = 1 este semiconvexa, fiind rasturnata unei functii semiconcave,
0g, X

strict crescatoare si strict pozitive, rezulta ca
1 1 1 3
+ + > =3.
log,a log,b log,c log a+b+c

* 3

S-a ajuns astfel la

log, (3/§+a)+logb(i/a+b)+logc(i/%+c)2§+3:E

ceea ce incheie rezolvarea problemei.

Angela Tigderu
Suceava



3. Consideram hexagonul regulat ABCDEF de centru O si fie M € (AB),N €(BC) doua puncte astfel incat MB =

NC. Daca P este mijlocul segmentului NE, Q este mijlocul segmentului MP si R este mijlocul segmentului OA4, sa
se demonstreze ca punctele C, O si R sunt coliniare.

Rezolvare. In planul complex putem considera, fara a restrange generalitatea, hexagonul regulat inscris in cercul
centrat 1n origine, de raza 1, varfurile corespunzand radacinilor de ordinul 6 ale unitatii. Prin notatia M (m) se va

. < < g - I .3 . An
intelege ca numarul complex m este afixul punctului din plan M. Daca o = ) + 17, atunci afixele varfurilor

hexagonului

regulat sunt A(l),B(oz),C(a2 ),D(—l),E(—O{),F(—O{Z ).Pentru punctele M (m), N (n)

vom avea: existd A € (0,1)astfel incat m = (1-1).1+ A, n=(1-1).a + A.a”; pentru

P(p),0(q)si R(r)vom avea: r = % si

_—a+n_—a+(1—/1)a+/1a2_1(052—05)__&. _ptm 1 34 Jda
P= 2 2 2’ 2 2 2 4 2
34 _A(1,.N3) 4 45
. r— 4 2(2 2 D ..
De aici deducem : = = =— € R, ceea ce inseamna ca C, O, R sunt coliniare.
r-c 1 (1 3 3
— | —+i— 1—i—
2 2 2 2

Catalin Tigderu
Suceava
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n
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4. Aratati ca, (V) n e N*, fractia este numar natural.

k=1
Silviu Boga
Suceava
!
Rezolvare. C".| :M:1+2+3+...+n si atunci fractia se scrie (1+2+3+...+n).’ dar
2 12830 ...-n!
(1+2+3+...+n)! (1+2+3+..+n)! (A+2+3+...+(n—1))! o @1+
112830 on! nlA4+243+..+(n=1)! n=DLA+2+3+...+(n=2))! ~ 241!

_mn n—1 n-2 el
= C1+2+“.+n 'C1+2+...+(;171) .C1+2+...+(n—2) C1+2 eN



1. Saserezolve, in I, (N) ,unde N este multimea numerelor naturale, ecuatia A’ = 1.

Rezolvare. Din ipoteza, deducem ca det(A) =1, ceea ce, coroborat cu ecuatia caracteristica a
matricei 4, conduce la tr(A4)4° = tr(A*)A. Daci tr(A) #0,se obtine tr(A*) #0sica
A = AI,,de unde rezultd solutia 4, = 1,.Daca (*)tr(A4) =0, atunci si

, a

(* *)tr(A*) =0;dacdpunem A=|a, a; a, | atunci conditiile(*)si(**)conduc respectiv

3

a; 4y 4y
la a, =a, =a, =051 a,a, +a,a, +a,a;, =0,unde a,,a,,a,,a,,a,,a, € N,de unde rezulta ca
a,a, = a,a, = a,a, = 0. Observam cd, dacd a, = a, =0sau a, = a, =0, atunci 4 ar avea o
coloana, respectiv o linie nuld, ceea ce contrazice faptul ca 4 este inversabila. De aceea apar
situatiile:
(a) a, =0,a, # 0;atunci a, =0,deci a, # 0 (altfel prima linie ar fi nula ); mai mult,

cum a, =a, =0, rezultd cd a, # 0,deci a, =0, ceea ce conduce la urmatoarea solutie:

0 a O 010
A=| 0 0 aq, |;deducem imediatcd 4’ = a,a,a,1,,deci 4,=|0 0 1
a, 0 0 1 00
(b)o analiza similard conduce, in cazul a, = 0,a, # 0,1a solutia 4, = '4,.
0 1 0)(0 0 1
In concluzie, solutia ecuatiei este 4 € )0 0 1,1 0 O
1 0 0Jl0 1 O

Catalin Tigderu
Suceava



2. Fiefsi g:R — R. Daca fare proprietatea lui Darboux si daca %m(} Sxth)—g(x) h}? —8(%)

exista si este finitd pentru orice x € R, atunci f(x)=g(x),VxeR.

9

fx+h)-g(x) fx+m-g(®) _,
h h

Rezolvare. Deoarece lim este finita, rezulta ca lim A
h—0 h—0

de unde %Im%( f(x+h)—g(x))=0, pentru orice x € R. Deci fare limita finitd in orice

punct si, cum are proprietatea lui Darboux, feste continud in orice punct, deci
%in(} f(x+h)=f(x),VxeR. Asadar f(x)=g(x),VxeR.

Mihai Piticari,
Campulung Moldovenesc



3.Fie A4,Be M, (C) cu proprietitile AB= A si BA=B . Sa se arate c matricea
A+ B—1, este inversabila.
Rezolvare. Din AB = A rezulti cd ABA= A’. Din BA=Brezultici ABA=AB=A,
prin urmare, 4° = A. Analog se arati ci B’ =B.
Astfel, (A+B)' = 4>+ AB+ BA+B* = A+ A+ B+ B=2(A+ B), de unde
(A+BY —2(A+B)I,+1} =1, siatunci (A+B~1,) =1,, deci det(4+B~1,)==*l1si

A+ B—1 este inversabila.

Gheorghe Marchitan,
Suceava



4. Fie m,neN" doud numere impare. Atunci:
[(a—l—b-l—c)" —-a" -b" —c"][(a+b+c)m —a" -b" —c’”] >0,Va,b,ceR.

Sorin Radulescu, lon Savu, Bucuresti

Rezolvare. Pentru p e N', definim f, (x)=(x+a+b)" —x"—a” -b".

Pentru p impar avem f, (-a)= f,(-b)=0, f,(x) = p(x+a+b)"" — px"" VxR,
£,"(x) = p(p—D(x+a+b)"* - p(p-1x"? VxeR.
Daca p este impar, f,'(x)=0<> x+a+b==*x, deoarece p-1 este par.

Dacd x+a+b=x<a+b=0,atunci f,(x)=0,VxeR.

, avem urmatoarele cazuri:

. a+
Daca x+a+b=—x<=x=-

1) Dacid a+b=0,atunci f,(x)=0,VxeR.

2) Daca a+b >0, atunci f; (x)>0,deci f, este convexa si fl; strict crescatoare
= f, >0 in afara intervalului (-a,-b) si
f,<0,Vxe [—a,—b] = f, (x)fn (x) >0, VxeR.

3) Dacd a+b<0= f, concava si f}; strict descrescatoare = f, <0 in afara

intervalului (-a,~b) si f, 20 pe [-a,-b], deci f, (x)- f,(x)20,(V)xeR.



1. Fie functia f:(£;+ooj—>(0;+oo), f(x):x-cosl.
r x

a) aratati ca este functie bijectiva;

b) daci g:(0;+oo)—>(£;+ooj este inversa functiei f, aritati cd sirul (x,) . cu
n
xnzf(n)-{ 1 P +...+2;},
g m+f(n) g m+2f(n) g (n)+3f(n) g (n)+nf(n)

(V)n e N*, este convergent si determinati limita sa.

Solutie: Se constatd imediat functie bijectiva, concava, cu asimptota chiar prima bisectoare,

deci si inversa are aceeasi asimptotd, respectiv &<1 si lim& =1, apoi
g(x) e g(x)
f(n) 1 1 1 1 : D o
X, =5 + + +..+ , exprimare care identifica
n n n n
g ) |y SO gy Sy s )y, S
g (n) g (n) g (n) g (n)
1
(x,) . cuunsir de sume integrale convergent si limx, = %dt =In2.
ne n—o +
0

Silviu Boga,
Suceava



2. Polinomul f=a X"+a, X" +..+aX+a,eC[X] de grad ne N, n>3, cu proprietatea cd
a,,=a, , Vk= 0,n, are toate ridicinile de acelasi modul, iar a,cR*. Sa se arate ca
polinomul £ are toti coeficientii reali.

Dan Popescu, Mihai Piticari,
Suceava

Solutie: Dacd x,,x,,...,x, sunt radacinile polinomului, atunci |xk|=r>0,k=1,n. Atunci

>n

nd
-1y =
1y ¢

n

=1, de under =1. Astfel, gzi , k=1,n. Atunci, pentru orice
Xk

XXy X, =1 =

n

numar xeR", f(x)=a,(x-x) (x—x,)-...-(x—x,), iar

_ —x)f‘l) s ij - x"f@ =/ (x).

In fine, polinomul /= (an —Z) X"+ (an_l -a, , )X’H + ...+(an —a_i)X +a, —a_o satisface

h(x)=0, VxeR*, deunde h=0, adici a, =a, , Vk=0,n.



3. Fie numerele reale strict pozitive a,b,« . Calculati hmj- b x
720 a+b tg%x b+a 1g“x

Ion Bursuc, Suceava

Rezolvare. Fie / =lim I 2 + b X .
2% a+b-tg“°x b+a-tg’x

a+b-tg“x b+a 1g%x

Fie functia f:{O,E}—)R, f(x) a b ~ ,Vxe{O,%J cu f(%jzo
2

. . V4 b-tg”x a-tg“x Ve Va

ifunctia g:]0,— >R, g(x)= + ,Vxe[0,—) cu g| — |=
’ | g[ 2} g() a+btg“x b+a-tg“x : 2) g(2j
3
0

3 3
Deoarece f si g sunt continue pe {0 } rezultd I = J :j (%—x} dx =| g(x)dx. Cum
0 0

O"—:NM

21 :j(f(x)+g(x))dx

2dx = 7z:>I—Z
2



4. Sa se arate ca, daca un grup finit(G,-) = GL(2,C), are proprietatea ci existd 4,B e G astfel
incat 1r(A)=tr(B)=tr(AB)=0,atunci grupul (G,-)nu este comutativ si este de ordin par. Sa se
dea un exemplu de grup cu proprietatea enuntata in text.

Catalin Tigaeru
Suceava

Rezolvare. Notam ordinul grupului cu n. Sa presupunem ca existd A,BeG astfel ca
tr(A)=tr(B)=tr(AB)=0.Din 4" = B" = I, rezulti cidet(4)=¢,,det(B)=¢,, unde

€.,6 €U, (C),de unde deducem relatile 4°=-¢-1,, B®=-¢,-1,, care conduc la
A’B* = g,¢,1,. Deoarece tr(AB)=0si det(AB)=¢é,, rezultd ci(4B)" =—¢e,1,. Egaland cele
doua relatii si simplificand la stanga si la dreapta obtinem AB =—BA. Dacd AB = BA,

s-ar deduce ca 4B =0,,ceea ce este fals; in concluzie, AB # BA,deci grupul nu este comutativ.
Demonstram ca n este par: sa presupunem ca n =2k +1, pentru k € N*; deoarece

k

A = (£ A=(-el,) - A=(-¢)" 4

k
[ = 42k 3(_5) -A=1,,ceea ce
, =

tr(A4) =0, deducem {

contrazice faptul ca tr (A) = 0.Concluzionam ca n este par.

-1 -1 0
BA = —ABsi se verifica faptul ca G = {I2 ,A,B,AB,—1,, —A,—B,—AB} este un grup necomutativ.

1 0 0 1 0 1 .
Un exemplu este urmatorul: dacd 4 = 0 ,B= ,AB = Lo , atunci

~
W

B [4B [-1, [-4 [-B |-4B
B |4B | -1, |-4 |-B |-4B

(S

R
S~
b

AB|-AB|B |4 | -1, |4B [-B |4 |1,




