1.

b)
c)

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA
21 februarie 2016

CLASA a Vlll-a

a) (3p) Demonstrati ca: \/ﬁ(\/ n+1-— \/ﬁ) < %, oricare ar fi n numar natural.
b) (4p) Aratati ca:
(Vi-2-1)(V2-3-2)(V3-4—3)... (V2015 - 2016 — 2015) < ——

22015°

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: x? + 2[x] - {x} = 3(3 — {x}?), unde [x]
reprezinta partea intreagd a lui X, iar {x} reprezinta partea fractionara a lui x.

Fie punctele necoplanare A, B, C, D asfel incat AC=AD=BC=BD, E mijlocul lui (AB), iar
F mijlocul lui (CD).

(2p) Aflati masura unghiului dintre dreptele AB si CD;

(2p) Daca AA" L (BCD), demonstrati ca punctel B, A', F sunt coliniare;

(3p) Daca G este este piciorul perpendicularei din A pe bisectoarea<ACD, demonstrati ca
EG este paralela cu planul (BCD).

Fie piramida patrulatera regulati VABCD, {0} =ACNBD si P,Q € (VO). Daca
{E}=APNCV,{F} =CPNnAV, {S} =BQ NnDV si {T} = DQ N BV, aritati cd masura
unghiului dintre dreptele EF si ST nu depinde de alegerea punctelor P si Q pe segmentul
(Vo).

Notia: 1. Toate subiectele sunt obligatorii.
2. Fiecare subiect se puncteaza dela 0 1a 7.
3. Timp de lucru 3 ore.



BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Vlll-a

1. a) (3p) Demonstrati ca: \/ﬁ(\/n +1-— \/ﬁ) < %, oricare ar fi n numar natural.
b) (4p) Aratati ca:
(Vi-2-1)(vV2-3-2)(v3-4-3).. (V20152016 — 2015) < 22[1)15.
Prof. Dorel Ispasoiu, Gura Humorului

. . 1 1
Solutie: a) Vn(vn +1 —n) < e ,/n(:l +)<n+-.
Prin ridicare la patrat: n2 + n <n? + n + ,» ceea ce este adevarat, oricare ar fi N numar natural.

icand i i 1 12 — 1. /73— 1.3 a-— .
b) Aplicand inegalitatea ,/1n(n +1)—-n< Ede la punctul a) avem: v1-2 -1 < S5 V2 2<3V3-4-3<5.,
v2015-2016 — 2015 < e Inmultind cele 2015 inegalititi de mai sus obtinem:
(V1i-2-1)(V2-3-2)(V3-4-3).. (V2015-2016 — 2015) < 22%

Barem:

a) Vn(vVn + —\/ﬁ)<§=> n(n+1)<n+% 1p
Prin ridicare la patrat: n> + n < n? + n + i, ceea ce este adevirat, oricare ar fi n numar natural. 2p
b) Aplic inegalitatea \/n(n + 1) — n < > de la punctul a) p
VI 2-1<7;V2-3-2<;V3-4—-3 < ..;v2015- 2016 — 2015 < . 2p
Inmultind cele 2015 inegalititi de mai sus obtinem: 1p
(Vi-2-1)(vV2-3-2)(V3-4-3).. (vV2015-2016 — 2015) < 22;5.

2. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: x? + 2[x] - {x} = 3(3 — {x}?), unde [x]

reprezintd partea intreagd a lui X, iar {x} reprezinta partea fractionara a lui x.
Prof. Tamara Brutaru, Suceava

Solutie. Cum {x} = x — [x], notdnd [x] = k, k € Z, ecuatia devine: x? + 2k(x — k) + 3(x — k)? = 9.

Efectudnd calculele obtinem: 4x% —4xk + k? =9 & (2x —k)? =9. Rezultda 2x —k = —3sau 2x —k = 3.
Cum 2x — k = 2x — [x] = 2([x] + {x}) — [x] = [x] + 2{x}, avem: [x] + 2{x} = —3 sau [x] + 2{x} = 3.

Din [x] + 2{x} = —3si[x] € Z= {x} € {0;0,5} = x € {—3; —3,5},iardin [x] + 2{x} =3si[x] € Z >

{x} €{0;0,5} = x € {3; 2,5}

Barem.
{x} = x — [x], oricare ar fi numarul real X. 1p
Notand [x] = k, k € Z, ecuatia devine: x? + 2k(x — k) + 3(x — k)? = 9. 1p
Efectuand calculele obtinem: 4x% —4xk + k* =9 & (2x —k)? =09. 1p
Rezultd 2x — k = —3sau 2x — k = 3. 1p
Cum 2x — k = 2x — [x] = 2([x] + {x}) — [x] = [x] + 2{x}, avem: [x] + 2{x} = —3 sau [x] + 2{x} = 3. 1p
[x] + 2{x} = —3si [x] € Z > {x} € {0;0,5}>x € {—3; —3,5} 1p
[x] + 2{x} = 3si[x] € Z = {x} € {0;0,5}=x € {3; 2,5} 1p

3. Fie punctele necoplanare A, B, C, D asfel incit AC=AD=BC=BD, E mijlocul lui (AB), iar F
mijlocul lui (CD).
a) Aflati masura unghiului dintre dreptele AB si CD;
b) Daca AA" L (BCD), demonstrati ca punctele B, A’, F sunt coliniare;
c) Daca G este este piciorul perpendicularei din A pe bisectoareaxACD, demonstrati ca EG
este paralela cu planul (BCD).
prof. Larionescu Corina ,Suceava

Solutie. a) In A ACD isoscel, (AF) este mediana =AF L CD(1). in A BCD isoscel, (BF) este mediani =BF 1 CD(2).
Din (1), (2) si AF n BF = {F} = CD L (ABF). Cum AB c (ABF), avem CD L AB = masura unghiului dintre dreptele
AB si CD este 90°.

b) Cum AA" L (BCD) si AF L CD, CD, A’F c (BCD), conform reciprocei 1 a teoremei celor trei perpendiculare

rezulta A'’F 1L CD. Dar BF L CD, deci B, A’, F sunt coliniare.

c) Fie AGn CD = {I}. Tn A ACI, (CG este bisectoare, CG este 1naltime, deci A ACI este isoscel, rezultd G este mijlocul
(Al). Cum E este mijlocul (AB) si G este mijlocul (Al), avem (EG) linie mijlocie in A ABI, rezulta EG |l BI. Din
EG || BI, BI c (BCD) = EG || (BCD).



Barem.

a) In A ACD isoscel, (AF) este mediana =AF L CD(1). In A BCD isoscel, (BF) este mediana =BF 1 CD(2) 1p

Din (1), (2) si AF nBF ={F} = CD L (ABF). Cum AB c (ABF), avem CD L AB = maésura unghiului 1
dintre dreptele AB si CD este 90°. P

b) Cum AA’ J_(BCD) si AF L CD, CD, A'F c (BCD), conform reciprocei 1 a teoremei celor trei | 1p
perpendiculare rezultd A'F L CD.

Dar BF 1 CD, deci B,A’, F sunt coliniare 1p

c) Fie AG n €D = {I}. In A ACI, (CG este bisectoare, CG este iniltime, deci A ACI este isoscel, rezulti G este 1p
mijlocul (Al).

Cum E este mijlocul (AB) si G este mijlocul (Al), avem (EG) linie mijlocie in A ABI, rezulta EG || BI. 1p

EG |l BI, BI c (BCD) = EG || (BCD). 1p

4. Fie piramida patrulatera regulata VABCD, {0} = ACNBD si P,Q € (VO). Daca {E} =
APNCV,{F}=CPNnAV,{S} =BQ NDV si{T} = DQ N BV, aratati cd masura unghiului
dintre dreptele EF si ST nu depinde de alegerea punctelor P si Q pe segmentul (VO).

Gazeta Matematica Nr.11/2014

Solutie. Cum ABCD pitrat, {0} = AC n BD = AO=0C (1), BO=0D (2),AC L BD (3). in A VAC, AENCF n

V0 = {P}, aplicand teorema lui Ceva avem: .29 28 — 1, jar din (1) obtinem: i si conform teoremei lui
EC 0A FV EC ~ AF 't Bo S
Thales rezulta FE || AC. Analog, in A VDB, DS n DT n VO = {PQ}, aplicand teorema lui Ceva avem: 5 op 75

1, iar din (2) obtinem: % = Z—; si conform teoremei lui Thales rezultd ST || DB . Cum FE || AC, ST || DB, AC L
BD = EF 1 ST = m(<EF,ST) = 90°, deci nu depinde de alegerea P,Q € (VO).

Barem:
Cum ABCD pitrat, {0} = AC n BD = AO=0C (1), BO=0D (2),AC L BD (3). 1p
in A VAC, AE n CF n VO = {P}, aplicand teorema lui Ceva avem: g . % . % =1. 2p
Din (1) obtinem: %2 — ™ i conform teoremei lui Thales rezulti FE || AC.

> EC AF ° 1p
Analog, in A VDB, DS n DT n VO = {PQ}, aplicand teorema lui Ceva avem: % : % : % =1, iar din (2)
obtinem: % = Z—; si conform teoremei lui Thales rezulta ST || DB. 2p
Cum FE || AC, ST || DB, AC L BD = EF L ST = m(<XEF,ST) = 90°, 1
deci nu depinde de alegerea P, Q € (VO). P

Notdi:
Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzditor.



