Ministerul Educatiei si Cercetarii Stiintifice
Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala — Vaslui, 15 februarie 2015

Clasa a X-a

Problema 1. Fie sirul (a, )neNt definit prin @, =3/2015, a,,, =4/2015 + "\l/z pentru orice n=1.

Sa se calculeze [a, |+ [a, ]+ ... + [ay,5 ], unde [x] este partea intreagd a numdrului real x.

Problema 2. Fie ne N,n>2 sinumerele z,,z,,...,z, € C astfel incét

2] =|z|=..=

z,|=1si

z+z,+..+z,=0.
a) Demonstrati ca |z - zl|2 + |z - z2|2 +..+ |z - zn|2 = n|z|2 + n pentru orice z € C.

b) Demonstrati ca |z - zl| + |z - zz| +..+ |z - zn| <n2, pentru orice z € C,

Z|S1.

Gazeta Matematica

Problema 3. Sa se rezolve in R ecuatia: X204 | x | 10g,,6 —*_|, unde [x] este
2015 2015 2014

partea intreagd a numarului real x.

Problema 4. Dacd a,b,c € [2,4+00), atunci log,, a+log, b+log,.,c> % :

Nota. Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.



Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — Vaslui, 15 februarie 2015

Solutii si bareme orientative — Clasa a X-a

Problema 1. Fie sirul (a, )neN* definit prin @, =4/2015, a,,, =4/2015+ ”*{/Z pentru orice n >1.

Sa se calculeze [a,|+[a, ]+ ...+ [ay,; |, unde [x] este partea intreaga a numadrului real x.

Solutie. 6* =1296 <2015 <2401=7* < 6 <2015 <7 =[q,]=6 (1p)
6<a <7=2<v6 < [a, <7 <3=6<42017 <4/2015+,[a, <42018 <7 =
= [a,]=6 (1p)

Presupunem ci [a, |= 6 si demonstram ci [a,,,|=6 pentru orice k >2.

6<a, <7=1<*Y6 < fa, <*7<2=42016 <4/2015 +*fa, <4/2017 =

(4p)
:[41/2015+"+\1/a_k}=6<:>[ak+1]=6:>[an]=6,(V)n21.
[a,]+[a,]+ ...+ [a,,]|= 6-2015=12090 . (1p)

z,|=1si

Problema 2. Fie ne N,n>2 sinumerele z,,z,,...,z, € C astfel incat |zl| :|22| =.=
z+z,+..+z,=0.

2 2 .
= n|z| + n pentru orice z € C.

[ 2 2
a) Demonstrati ca |z—zl| +|z—zz| +...+|z—zn

<l.

b) Demonstrati ca |z—zl|+|z—zz|+...+|z—zn| <ml2, pentru orice z € C, |z

Gazeta Matematica

Solutie.  a) Zn:|z—zk|2 ZZn:(Z—Zk)(E—Z)Zn|Z|2 —;-anzk —Z-anz+zn:|zk|2 = (2p)
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

=n|z|2 —z-izk+n=n|z|2+n. (1p)

k=1

b) Conform inegalitdtii Cauchy-Buniakovski-Schwarz se obtine:

2
(z|z_zk|j s(zp_zkr)n | <20 Gp)

k=1 k=1

:(jp_zkﬂg na. (ip)



2015 2015

Problema 3. Sa se rezolve in R ecuatia: [x —2014 —{ al ﬂ = logml{ﬁj , unde [x] este

partea intreagd a numarului real x.

Solutie. Conditie de existenta a logaritmului: x > 0

s v

2015 2015 20102014

@{ i —[ a }+ ! }—lzlogwm(ij@
2015 |2015] 2015 2014

= al +——l—— -1=1lo X

2015] 2015 16 014

X elo)= S I c 1,2016j:> X +—1 e {0:1}
2015 2015] 2015 | 201572015 2015] 2015

L. Dacid [{—— +L =1, atunci ecuatia devine:
2015) 2015

1og2016(ﬁ] =0 x=2014>0

Verificam daca solutia obtinuta respecta conditia X +L =
2015) 2015
2014 N 1| 2014+ 1 | |2015]
2015) 2015 2015 2015 2015

IL. Daca HL} + L} =0, atunci ecuatia devine:

2015) 2015

lo e =2
82016 5014 2014 2016

Verificam daca solutia obtinuta respectd conditia E G
2015 2 15

2014 N I | 2014 N 1 4030
2015-2016) 2015 2015-2016 2015 2015-2016

Deci ecuatia are solutiile: x;, =2014, x, = %
2016

(2p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)



Problema 4. Dacd a,b,c [2,+oo), atunci log,, a+log,.  b+log, ., c> %

Solutie.
lge
az2,b>22=ab>a+b=log,, c>log,c=—"
lga+1gb
[2ab Zmin(a,b)22<:>ab2a+bj
a+b
lga lgb lgc

10gb+c a+ 10gc+a b + loga+b cz

Notam lga +1gb = x,1gb+1gc=y,lgc+1gb==z

lga=""TE jgp =TTV TE g TXTITZ
2 2
lga  lgb  lge _1fx y y z z x| 3.3
lgh+lgec lgc+lga lga+lgh 2\y x z y x z) 2 2

S-a folosit inegalitatea Y 2,(V)x,y>0
y o x

+ +
lgb+lge lgc+lga lga+lgh

(2p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)



