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Barem de corectare

Problema 1.
Existenta unui §ir (4, )nen, strict crescator si nemarginit superior ... 4p

Divergenta Sirultui (@n) el « v« v eenermemmne e 2p
Constructia lui na(€) oo oo 2p
Convergenta girului (Grn)JnenN - ooooveeeoe 1p
OfCIL e 1p
Total L. 10p
Problergut 2.

ml—l>Too %ﬁf 7 5p
IEng(w) =% -Ilirfloox S 00 et 3p
Nemirginirea lui ¢ ... ..o 1p
Oficiu ... e 1p
Total .. e 10p
Problema 3.

T2 22— AT — 2@ — 22, =0 3p
Lpy2 = 4Zn+1 — Ty — 7P 4[)
Inductia matematicad ......... .. .. . 2p
Officiu ..o e O 1p
TOUAL © oo 10p
Problema 4.

A= 20014 B oo dp
B3 = O ot 3p
A" = (201115 + B)" = 201173 +n2011"' B + 22190117252 . 2p
Oficiu ................ e 1p
Total L. e 10p



Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului
si Sportului

Inspectoratul §colar Judetean Dolj

Filiala Craiova a SSMR

Etapa locala a

Olimpiadei nationale de matematica
Clasa a XI-a

Craiova, 9 februarie 2013

Solutii

Problema 1. Fie (a,)nen un sir de numere reale convergent la a, avind
toti termenii diferiti de a, si fie k : N — N o functie. Demonstrati ca urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

@) Jim, oy =0

(b) pentru orice y € N multimea {z € N|k(z) = y} este finitd (multimea

vida este finitd, avind zero elemente).
Solutie. (a) = (b) Daca pentru un yo € N multimea {z € N|k(z) = o}
ar fi infinitd, ea ar include un gir strict cresciitor gi nemarginit superior,
notat cu (Un)nen. Atunci, sirul (@g(u,))nen, Unde ag,) = ay, # a, este un
subsir constant al sirului (@ )nen. In concluzie, acesta din urmi nu mai poate
converge la a.

() == (a) Oricare ar fi £ > 0 existd n(e) € N astfel incét |a, —a| <€
pentru orice n > n(e). Multimile (M;)o<i<n(e), unde M; = {x € Nlk(z) = i},
fiind finite, existd n,(g) astfel incat n @ |J M,; pentru orice n > n,(e).

0<i<n(e)
Aceasta ne conduce la k(n) > n(g) pentru orice n > ny(g). Deci |agm)—al < ¢
pentru orice n > n,(g).

Problema 2. Fie a, b > 0 gi functiile f, g : (0,+00) — R astfel incat
lim f(z) = % si

2
f(ﬂﬂ«' +b) -g(x) =z pentru orice z > 0.

V141t

1



Sa se arate ca functia g nu este marginita.

. v o . 2 v v
Solutie. Observam ca lim ““l”;;b = a, de unde rezulta ca
Tr+oo

li (z) ! lim +

i =—- = ’

:cﬂllloc g\ b T-—>40C ks B

Am obtinut ca liT g(z) = +o0, deci g nu poate fi marginita. L]
—+oc

Problema 3. Demonstrati cd toti termenii girului definit prin relatiile
z; =0, Tpy1 = 1+ 2z, + /322 + 62, +1,n >0,

sunt numere naturale.
Solutie. Observam ca girul este strict crescator. Ridicand la patrat relatia
de recurenta, obtinem

2 2 7 o
Ty + T, — 4TnTny1 — 2Tpyy — 22, = 0.

Din aceasta relatie scadem relatia omoloaga obtinutd prin inlocuirea n —
n+ 1 si ajungem la
Tnyo2 = 4Tpp1 — Tp — 2, n>1.

Cum z; = 0 §i 22 = 2, concluzia rezulta prin inductie matematica. ]

Problema 4. Fie matricea

2011 2012 2013
A= 2013 2011 O
-2012 0 2011

Sa se calculeze A™, unde n € N.
Solutie. Observam ca A = 2011 - I3 + B, unde

0 2012 2013 0 a a+1
B=1| 2013 0 0 =|la+1 0 0 ;
-2012 0 0 -a 0 0
st
0 0 0
B =10 a(a+1) (a+1)? |, B*=0;.
0 —a? —a(a+1)

Astfel, A™ = (2011-I3+B)" = 2011"‘13+n-2011"‘13+"(L2_12-2011"_232,
unde n > 2. |
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Problema 1. Fie (a,)nen un sir de numere reale convergent la a, avand
toti termenii diferiti de a, si fie k : N — N o functie. Demonstrati cd urmé-
toarele afirmatii sunt echivalente:

() B =

(b} pentru orice ¥ € N multimea {z € N|k(z) = y} este finitd (multimea
vidd este finitid, avind zero elemente).

Problema 2. Fie a, b > 0 si funcgiile f, g : (0,+00) = R astfel incat

lim f(z) = b* si

f(a:c'3+b) () ==z tru orice x > 0
. =T entru ! .
] g P

S& se arate ci functia g nu este marginita.
Problema 3. Demonstrati ci toti termenii sirului definit prin relatiile

T =0, Tpy1 = 1+ 2z, + /322 + 62, +1,n 20,

sunt numere naturale.
Problema 4. Fie matricea

2011 2012 2013
A= 2013 2011 O
-2012 0 2011

S4 se calculeze A", unde n € N.

Nota:
1. Toate subiectele sunt obligatorii.

2. Fiecare problemi se noteazi cu puncte de la 1 (din oficiu) la 10.
3. Timp de lucru: 3 ore.
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