Inspectoratul Scolar Judetean
Harghita

Olimpiada de matematica — clasa a VlllI-a
ctapa zonala — 27 februarie 2016
Varianta 1

1. a) Fie a,b e R, astfel incit a*+b’* < 2ab . Demonstrati cia=b.
b) Fie x,y e N*, astfel incit 9% +9”** <2.3*Y  Demonstrati ci
numarul 3* + 3’ se divide cu 41.

2. Demonstrati ca, daca x—7y+3=0 si xe[-3;4], atunci:

E(X,Y) = J(x+3)2+ Y2 +/(x—4)? +(y-1)* =52

3. Lungimiile muchiilor apartinand aceluiasi varf al unui paraleliped
dreptunghic exprimate in centimetru sunt numere intregi diferite. Unul dintre
muchii este 6 cm. Cat este suma celorlalte doua muchii, dacd aria totald si
volumul paralalipedului sunt exprimate cu acelasi numar?

4. Se considera tetraedrul ABCD in care AB L CD. Fie M mijlocul muchiei
BC si N mijlocul muchiei BD . Pe semidreapta (DM alegem punctul E astfel
incat DE = 2DM, iar pe semidreapta (CN alegem punctul F astfel incat CF =
2CN

a) Demonstrati ca punctele F, B, E sunt coliniare;

b) Demonstrati cd triunghiul AEF este isoscel.

5. Pe planul paralelogramului ABCD se ridica perpendiculara AP . Fie M
mijlocul segmentului [AB], iar N mijlocul segmentului [DM]. Aratati ca
PN L DM daca si numai daca DM L MC.
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. Lungimile muchiilor apartinand aceluiagi varf al unui paraleliped

dreptunghic exprimate in centimetru sunt numere intregi diferite.
Una dintre muchii este de 6 cm. Cat este suma celorlalte doua
muchii, daca aria totald si volumul paralalipedului sunt exprimate
cu acelasi numar?

Fie ABC un triunghi dreptunghic. Luam punctul P pe cateta AB si
punctul Q pe cateta BC astfel incat AP = CB si BP = CQ. Sa se
demonstreze cd unghiul format de segmentele AQ si CP este de
45°

In piramida patrulatera regulati VABCD se di iniltimea

VO=3/2cm, AB=6cm. Si se calculeze :

a) Tangenta unghiului format de dreptele VA si DC

b) Masura unghiului format de dreapta VA si proiectia dreptei VA
pe planul bazei

c¢) Distanta de la punctul O la planul (VBC).



Varianta 1 Notam cu a respectiv b lungimea celor doua muchii apartinand
varfului cu o muchie de 6 cm.

1. a) Fie a,b e R, astfel incat a* +b? < 2ab. Demonstrati ci a=b. Atunci A =2(6a+ab+6b) si V =680 .......cccoeeiiiiiiiiii
b) Fie x,y e N*, astfel incat 92 +9Y*2 < 2.3V . Demonstrai ca Avem 6ab =2(6a+ab+6b) adica 6a—2ab+6b=0 ......c..ccoeiviiiiiiiiiin
numarul 3* +3Y se divide cu 41. = (&—3)(b —3) =0 AR UNUE ..o
Rezol a=4351b=125aU @=06 $I D=6 ..cceccoccvrirrirre
czolvare A doua solutie nu satisface conditiile problemei, deci a+b=16 .................
a) avem (8—D0)2 20, deCi 8% 407 228D ....oovivieeieiieecceee ettt 1p
5 a2 k2 2 _ 4. Se considerg tetraedrul ABCD in care AB 1. CD. Fie M mijlocul
rezulti a”+b® =2ab=> (a 2b) S0 8D o gle_ﬂoculmuchieiBD‘
: L 90 (3 . 2 Pe semidregpta (DM alegem punctul E astfel incat DE = 2DM,
2 _gx2_Y _| Y 2 _qg¥yt2 _02.0Y — .2y
b) fii a’ =9 = = _( J Si D7 =97 =029 =(9:3') . iar pesemiPeapta (CN alegem punctul
. F astfel incat CF = 2CN

a) Demorgsﬁfaﬁ ca punctele F, B, E sunt coliniare;

......................................................... AT oue oomael
53 43 =813 43" =3V (BL+1) = 2-41-3Y oo

ECTE B 437 SO AIVIAE CU AL ..o ettt e e e e e e e et e e e e e e e e e e eareeeeas

2ab=2-3-3 si din punctul a) rezulta % =9.3" = 3=81-3

Rezolvare

2. Demonstrati cd, daca x—7y+3=0 si x e[-3;4], atunci:

E(x,y) =(x+3)2 +y? +/(x—=4)? + (y-1)? =512
Rezolvare
DiN X—T7Y+3=08VEM X = 7Y =3 i iiii ettt sttt e e s e e st e et e et e st e e te e e e steesteersesbeeteeseesbeentaeneeareeseans
E(XY) = (7y—3+3)2 +y? +/(Ty —3—4) +(y-1)* = 50y +/50(y —1)°

Dl e e VA | 05t SRRSO
Deci E(x,y) = 5yJ§+5(1— y)\/E BN 2 ettt ettt

3. Lungimiile muchiilor apartindnd aceluiasi varf al unui paraleliped

dreptunghic exprimate in centimetru sunt numere intregi diferite. Unul DESEIN ...ttt a e e ae e reeaeenaenaeens,
dintre muchii este 6 cm. Cdt este suma celorlalte doua muchii, daca a) BC si DE se injumatdtesc = BECD este paralelogram

aria totala si volumul paralalipedului sunt exprimate cu acelasi = CDUEB §i (CD)=(EB) .ooeevevereeereerrrerennns 2p

numar?.

Analog CDIFB i (CD)=(FB) ..occeoeiiiiiiiiiiiieiiciececeeeee
Rezolvare = EB = BF deci E, B, F sunt coliniare



b) AB LCD, CDIEF =5 AB L EF (1) coovovvoeeeeeeeeseeeeeeeeeeeseeseeeeeeeeoeeessesseeesesessoeee
(CD) = (EB), (CD) = (FB) = (EB) = (FB) (2) .eeveeereeeeereeeeeeeeessessssseeseeeeeessssssssseeseene

(1), (2) = AB este mediatoarea segmentului EF deci triunghiul AEF

BSTE ISOSCE ...t ee et e e et e e e e e e e e e eeeeeeeeeeaaa s eeeaeeeeesaeaanreaeeeeeeaaan

5. Pe planul paralelogramului ABCD se ridica perpendiculara AP . Fie M
mijlocul segmentului [AB], iar N mijlocul segmentului [DM/. Aratati
ca PN L DM daca si numai daca DM 1. MC.

Rezolvare

D121 o TR
PN 1 DM = AN 1 DM ,dar ANTOMC deCi MC L DM ..ooeeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaenn

DM 1L MC
AN [JMC
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6. Fie X=T si y:T. Sa se arate cax"+y">2 oricare ar

fineN.

Rezolvare

X" +y" =x“+in22 deoarece %:EZZ,Va,beR+ ..................................................
X a

7. 8a se demonstreze ca:
1 1 1
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}:> AN L DM , dar PA L (ABC)deCi PN L DM .....ccooveerveereecrreereenenns
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8. Lungimiile muchiilor apartinand aceluiasi varf al unui
paraleliped dreptunghic exprimate in centimetru sunt numere
intregi diferite. Unul dintre muchii este 6 cm. Cat este suma
celorlalte doua muchii, daca aria totala si volumul
paralalipedului sunt exprimate cu acelasi numar?.

Rezolvare

------------ Notam cu & respédiiv b lungimea celor doua muchii apartinand

.................................

= (@=3)(0—=3)=9de UNdE.......cocotee e

a=4sib=125aU0 a=6 $I D=6 .ccccectririrre s
A doua solutie nu satisface conditiile problemei, deci a+b=16 .................

9. Fie ABC un triunghi dreptunghic. Luam punctul P pe cateta AB
si punctul Q pe cateta BC astfel incat



AP = CB si BP = CQ. Sa se demonstreze ca unghiul format de

segmentele AQ si CP este de 45°
Rezolvare
A D
E
P
B C
Q DESEIN .ot e et e et ettt ee et ee et ee et e et en e
DESEIN ..o e e e ettt ——aeeee et ettt ————————aeeeeettun————————aeeettutan—aaereeeeranan———aaaaaan a).Deoare(‘,e.DC.DlAB tangenta unghiu]ui format de drepte]e VA si
Fie D a.i. ABCD sa fie dreptunghi si E € (CD): AELCP ...c.ooovievciinnnccincccceeneeee DG 5t -veveerervens 2p
Atunci APCE este paralelogram = (AP) =(EC) = (ED) = (BP) =(CQ) .cceveonieiriiiirciiecicineceees 2 3\/5)2 .
+
— ADE, = ECQ, = (AE) = (EQ)si m(AEQ) o Ig(.VAB):.\.A{—.EE.: ; S
Rezulta m ( AQ, CP) =m ( EAQ) B e h). Masura.unghiultigormat de dreapta VA si proiectia dreptei VA pe
planul bazei este
10. In piramida patrulatera regulata VABCD se da inaltimea VO = m(VAO) =45°, deoarece AO=VO = 3\/5 ------------------------------------------------------
3 \/E cm, AB = 6cm. Sa se calculeze : . 3\/5 -3
a) Tangenta unghiului format de dreptele VA si DC ¢) VP LBC,0Q LVP si d(O,(VBC))=0Q = 373 =B

b) Masura unghiului format de dreapta VA si proiectia dreptei VA pe
planul bazei
¢) Distanta de la punctul O la planul (VBC).

Rezolvare



