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CLASA a XI-a

1. FienkeN',n>2si A BeM, (C) astfel incdt A" =B"" si A“B=B"A.

.o - . Kk K . 1o . . . e
Demonstrati ca daca matricea A" + B" este inversabila atunci matricea A este inversabila.

2. Daca AeM,(C) este matrice nesingulard, s se demonstreze ci AB—BA= A’,VBe M, (C).

3. Fie (x,),,, un sir de numere reale.

a) (4p) Sa se arate ca daca sirul (er ) | este convergent, atunci sirul (cos X, )n>1 este convergent.
n= 2

b) (3p) Si se arate cd daca X, € (—1,1), Yne N, iar sirurile (Xﬁ )M si (sinx, )  sunt

convergente, atunci sirul (Xn )n>1 este convergent.

f(x n
4. Fie functia f:R —(0,00) astfel incat limL) =o0. Sa se arate cd lim B 0.
X—>0 X nN—o k=1 n+ f (k)

Nota: 1. Toate subiectele sunt obligatorii.
2. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7.
3. Timp de lucru 3 ore.
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CLASA a XI-a

1. Fie n,keN,n>2si A,BeM,(C) astfel incat 4" =B"" §i A'B=B"4.
Demonstrati ci daci matricea A4* + B* este inversabild atunci matricea A este inversabila.

lon Bursuc si Daniela Macovei

Solutie.

Daca A"+ B" este inversabila, notand C = A" + B*, atunci avem
A-B=1,(4-B)=C"(4"+B")(4-B)=C" (4" -4'B+B*4-B"")=0, = 4=B

Rezulti cd C=24", deci det(C) = de‘[(ZA’c ) =2" (det(A))k si cum det(C) # 0, deducem ca

det(A4)#0, adicd A4 este inversabild.

Barem.

(4°+B")(4-B)=4"-4"'B+B*4-B""' =0, 2p
Deduce 4=5B 2p
det(C) =det(24") =2"(det(4))' 2p
Finalizare lp

2. Dacd Ae M, (C) este matrice nesingulard, si se demonstreze cd AB—BA# A°, VBe M, (C).

Dan Popescu

Solutie.
Daci existd Be M, (C) astfel incat AB—BA = A?, atunci B—A'BA=4 si

Tr(A)=Tr(B—A"BA)=Tr(B)-Tr(4"'BA)=Tr(B)-Tr(B)=0.
Cum A’ -Tr(A)A+det(A4)1,=0,,obtinem A* =—dl,, unde d =det(4)=0.
Atunci AB—BA=—dl,, deci Tr(AB—BA)=-2d . Dar Tr(AB—BA)=Tr(AB)—-Tr(BA)=0,

adica d =0, contradictie!

Barem.

d=det(4)=0 1p
Tr(A4)=0 2p
A =—dl, = Tr(4*)=-2d 1p
Tr(AB—BA):O 2p
Finalizare 1p




3. Fie (x,) ., unsir de numere reale.

a) (4p) Sa se arate ca daca sirul (xf) _, este convergent, atunci sirul (cos xn) este convergent.

nx1

b) (3p) Sa se arate ca dacd x, e(-1,1), VneN’, iar sirurile (xj) s (sinx,)  sunt convergente,

=1
atunci sirul (x,)  este convergent.
Mihai Piticari si Vladimir Cerbu

Solutie.
a) Dacd x’ -/ ,atunci /[eR, />0 si |xn| —/I. Sunt posibile doua situatii:

i) Sirul (x,)  arelimita siatunci x, —~Jl = cosx, — cos+/I sau

x, > —Jl = cosx, — cos(—\ﬁ ) , deci sirul (cosx,)  este convergent.

nx1

i) Sirul (x,)  nuare limita. Atunci (x,)  contine doua subsiruri complementare (xk ) si

>1 nx1

(xp” )nzl asaincat x, >/, x, —>—JI, 1>0. Obtinem cos(xkn ) — cosv// si

cos (x » ) - cos(—\ﬁ ) = cos+// (functia cosinus este para), adica sirul (cos xn) contine doua

nx1

subsiruri complementare cu aceeasi limita deci este convergent.
b) Daca x, (—1, 1), VneN si x,f — [ ,atunci / e [0, 1] si sunt posibile doua situatii:

i) Sirul (x,)  arelimita siatunci x, — VI sau x, — /1, deci (x, ),., este convergent.

i) Sirul (x,)  nu are limita. Atunci (x,)  contine doua subsiruri complementare (x,c ) si

n21
(xp" )nzl asa incét x, —>+1, x, N 1<(0,1]. Obtinem sin(xkn)—>sin [ si
sin(xpn ) - sin(—\ﬁ) .

Cum sirul (sin X, )nZl este convergent, orice doud subsiruri ale sale vor avea aceeasi limita
= sinxﬁ:sin(—\ﬁ) = sin/l =—sin~/l = sin/I =0 = \/7=k72', k eN sicum
1e(0,1] = 1=0, absurd!

Barem.

a) |x,|—> Ji lp
Trateaza situatia 1) lp
Trateaza situatia 1) 2p
b) Trateaza situatia i) lp
Trateaza situatia i1) 2p




T s se arate g fimS !

4. Fie functia f:R — (O,oo) astfel incat lim =00, Sa se arate ca lim =0.
x>0y n—o =y _|_f(k)
Dan Popescu
Solutie.
. . .. n+ f (k)
Din inegalitatea mediilor avem ———~2> ./n- f (k) , deci
s 2 7(k) n+ f 2f /
1 1 .
Sumand aceste inegalitati obtinem 0 < . , vneN (1)
kZ"Hf( " 2dn ;\/f(k
Cum limM =0, rezultd ca lim ntl =0 si aplicand criteriul Stolz-Cesaro avem:
x>0 x n—»o f (n + 1)
= «/ n+1 n+l \/ n n+l
lim————~ + =0.
e 23n 2»Hw\/n+ J_ 2n»w f(n+1) \n+1 f(n+1)
Din relatia (1), conform teoremei clestelui, deducem ca hm ! =0
n—>o0 4= n+f( )
Barem.
0<y ! 1 , VneN
k=1 n+f ’ 3p
n+l
lim =0
n—»0 (n + 1) 1 p
n 1
= k 2
im 26 P
n—>o 2\/;
Finalizare lp




