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CLASA a XI-a 
 
 
 

1.   Fie  şi  astfel încât *, ,n k n  2  , nA B M  1 1k kA B    şi k kA B B A . 

Demonstraţi că dacă  matricea  este inversabilă atunci matricea  A este inversabilă. kA B k

 

2.   Dacă  este matrice nesingulară, să se demonstreze că   2A M  2AB BA A  ,  2B M   . 

 

3.   Fie   1n n
x   un şir de numere reale. 

a)  (4p) Să se arate că dacă şirul    este convergent, atunci şirul 2

1n n
x


  1
cos n n

x


 este convergent. 

b)  (3p) Să se arate că dacă , iar şirurile   *1, 1 ,nx    n  2

1n n
x


 şi   1

sin n n
x


 sunt 

convergente, atunci şirul    este convergent. 
1n n

x


 

4.   Fie funcţia  : 0,f    astfel încât 
 

lim
x

f x

x
  . Să se arate că 

 1

1
lim 0

n

n
k n f k



 . 

 
 
 
 
 
 
 
Notă: 1. Toate subiectele sunt obligatorii. 
          2. Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7. 
          3. Timp de lucru 3 ore. 
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1.   Fie  şi  astfel încât *, ,n k n  2  , nA B M  1 1kA Bk    şi k kA B B A . 

Demonstraţi că dacă  matricea  este inversabilă atunci matricea  A este inversabilă. kA B k

Ion Bursuc  şi Daniela Macovei 
Soluţie. 
 Dacă   este inversabilă,  notând kA B k kkC A B  , atunci avem 

      1 1k k k k
n nA B I C A B A B C B A B O A B            

2 kA  

1 1 k kA A BA B 

C  Rezultă că  , deci     det det det
k

A  det 0C 

  0A  , 

2 2k nC A   și cum , deducem c

det ică  A  este inversabilă. 

ă 

ad

 
Barem. 

   1 1k k k k k k
nA B A B A A B B A B O         2 p 

Deduce    A B 2 p 

      det det 2 2 det
kk nC A  A  2 p 

Finalizare 1 p 
 

2.  Dacă  este matrice nesingulară, să se demonstreze că   2A M  2AB BA A  ,  2B M   . 

Dan Popescu 
Soluţie. 
 Dacă există  astfel încât  2B M  2AB BA A  , atunci 1B A BA A   şi 

           1 1Tr A Tr B B Tr A Tr B       0A BA Tr BA Tr B . 

 Cum  , obținem    2
2detA Tr A A A I O   2 I2

2A d  , unde  det 0d A  . 

 Atunci , deci 2AB BA dI     2Tr AB BA d   .  Dar       0Tr AB BA Tr AB Tr BA    , 

adică , contradicţie! 0d
 
Barem. 

 det 0d A   1 p 

  0Tr A    2 p 

 2 2
2 2A dI Tr A     d  1 p 

  0Tr AB BA   2 p 

Finalizare 1 p 
 



3.   Fie   1n n
x   un şir de numere reale. 

a)  (4p) Să se arate că dacă şirul  este convergent, atunci şirul  2

1n n
x


  1
cos n n

x


 este convergent. 

b)  (3p) Să se arate că dacă , iar şirurile   *1, 1 ,nx    n  2

1n n
x


 şi   1

sin n n
x


 sunt convergente, 

atunci şirul    este convergent. 
1n n

x


Mihai Piticari și Vladimir Cerbu 
 
Soluţie. 

 a)  Dacă 2
nx l , atunci  şi , 0l l  nx l .  Sunt posibile două situaţii: 

i)  Şirul    are limită  şi atunci 
1n n

x


cos cosn nx l x   l  sau 

cos cos nnx l x l   , deci șirul   1
cos n n

x


 este convergent. 

ii)  Şirul    nu are limită. Atunci 
1n n

x
   1n n

x


 conţine două subşiruri complementare   şi 

 aşa încât 


1nk n

x


 
1np n

x


, , 0
n nk px l x  l l . Obţinem  cos cos

nkx l  și 

   cos
np cos cosx l l     (funcţia cosinus este pară), adică şirul   1

cos n n
x


 conţine două 

subşiruri complementare cu aceeaşi limită deci este convergent. 
 b)  Dacă  şi   *1, 1 ,nx n    2

nx l , atunci  0, 1l  şi sunt posibile două situaţii: 

i)  Şirul    are limită  şi atunci 
1n n

x
 nx l  sau nx l , deci   1n n

x


 este convergent. 

ii) Şirul    nu are limită. Atunci 
1n n

x
   1n n

x


 conţine două subşiruri complementare   şi 

 aşa încât 


1nk n

x


 
1np n

x


, , 0 , 1
n nk px l x l  l . Obţinem  sin sin

nkx l  și 

   sin
np sinx l .  

 Cum şirul   este convergent, orice două subşiruri ale sale vor avea aceeaşi limită  1
sin n n

x


 l l sin sin  sin sin sin 0 ,l l l l k k        şi cum 

 0, 1 0l  l , absurd! 

 
Barem. 

a)  nx l  1 p 

Tratează situația i) 1 p 
Tratează situația ii) 2 p 
b)  Tratează situația i) 1 p 
Tratează situația ii) 2 p 
 



4.   Fie funcţia  : 0,f    astfel încât 
 

lim
x

f x

x
  . Să se arate că 

 1

1
lim 0

n

n
k n f k



 .  

Dan Popescu 
Soluţie. 

Din inegalitatea mediilor avem 
   

2

n f k
n f k


  , deci 

   
1 1 1

2n f k n f k
 


, 1,k n . 

Sumând aceste inegalități obținem  
   

*

1 1

1 1 1
0 ,

2

n n

k k

n
n f k n f k 

   
        (1)  

 Cum 
 

lim
x

f x

x
  , rezultă că 

 
1

lim 0
1n

n

f n





 și aplicând criteriul Stolz-Cesaro avem: 

   
   

1

1 1

11 1 1
lim lim lim 0

2 2 1 12 1

n

k

n n n

f k f n n n n

f n n f nn n n



  

   
         


1

1
 . 

  Din relația (1), conform teoremei cleștelui, deducem că  
 1

1
lim 0

n

n
k n f k



 . 

Barem. 

   
*

1 1

1 1 1
0 ,

2

n n

k k

n
n f k n f k 

    
    3p 

 
1

lim 0
1n

n

f n





 1 p 

 1

1

lim 0
2

n

k

n

f k

n







 

2 p 

Finalizare 1 p 
 
 


