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CLASA a IX-a

. . , . 3 (n
1. Sa se determine functiile f:N — N care satisfac relatia f( )
n+

oricare ar fi ne N,

n+1 n+1

Xn+1 + yn+1 yn+1 + Zn+1 7 +X

unde X, Y, Z
X"+ y" y"+2" 2"+ x" »

2. Se da sirul (a,) . definit prin a, = -

sunt numere reale strict pozitive. Demonstrati cd: a,,, +a, , <2a,,vVn=>2.

3. Fie ABCD un patrulater si punctele M,N,P,Q astfel incat AM = @,ﬁ] = 3@,

DP= ﬁ,D—Q = —%E. Sa se arate ca dreapta MP trece prin mijlocul segmentului [NQ].

4. In dreptunghiul ABCD punctul E este mijlocul laturii BC, iar punctele diferite F si G
apartin segmentului [AB], astfel cda AF=FG. Dreptele EF si CG intersecteaza dreptele AC,
respectiv AD in punctele M si respectiv N. Sa se demonstreze cd dreptele MN si BD sunt
paralele.

Nota: 1. Toate subiectele sunt obligatorii.
2. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7.
3. Timp de lucru 3 ore.
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, oricare ar fi

1% (n) Lo =1+f(n+1)
n+f(n) f(n) 2

1. Si se determine functiile f:N"— N" care satisfac relatia

*

neN.
G.M. 92013
. 3 . . . k1 1+ £(2)
Solutie. Notam f (1) =k e N sipentru n=1 relatia din enunt devine i1 + 7 = 5 =
+

3
WAL | )2k 2+ K2 () Kk k2o K kAR 42k i

k™ +k k™ +k
k* +k | 4k> + 4k, de unde rezultd k* +k / 2k si in mod necesar k=1. Deci f(1)=1.
Presupunem inductiv ¢d f'(n)=n si folosind relatia din ipoteza obtinem f(n+1)=n+1.
In concluzie, singura functie cu proprietatea dati este f :N" > N*, f (n) =n,Vn2=>1.
Barem.
Demonstreaza ¢ f (1) =1 ... 4p
Aplicd metoda inductiei matematice si determind functia...........ccocoiiiiiiiiiiiiniiiiniian.s 3p

xn+1 +yn+1 yn+1 + ZVtH . z +x

2. Sedasirul (a,) . definit prin a, = , unde x, y, z sunt numere reale

n

x"+y" y'+z" " +x
strict pozitive. Demonstrati cd: a,,, +a, , <2a,,Vn>2.
Ilon Bursuc, Suceava

. ) 5 . n+2 +yn+2 xn +yn 2(xn+1 +yn+1)
Solutie. Este suficient sa aratam: — - - — < - ,Vn>2.(1)
X"+ " X"+ y" x"+y"
. x . .
Fie t=—. Inegalitatea de demonstrat devine:
y

AR | . '+l 2"+ P+l (T +)) - @'+ " +1
LTS B IS | LS B N S A A

Aducénd la acelasi numitor si efectuand calculele obtinem:

2 n—1 n n—1 _ 2
(-1 t_l - fl 20— £ (t-) —— (" +1-1"-020&
RS B A B A | @+ D"+ D" +1)

"t -1)
@+ D" +DE +1)
¢t —1 au acelasi semn, pentru orice n> 2,7 > 0.
in mod analog obtinem inegalitatile:

(#" =1)(¢ —1) 2 0, inegalitate adevarata tinand cont de faptul ca expresiile " —1 si

yn+2 + Zn+2 yn + Zn - 2(yn+1 + Zn+l) (2)
yn+l +Zn+1 ynfl _’_anl - yn +Zn
xn+2 +Zn+2 xn +Zn - 2(xn+l +Zn+l) (3)
xn+1 +Zn+1 xn—l +Zn—1 - xn +Zn
Adunand inegalitatile (1), (2) si (3) obtinem inegalitatea din enunt. Egalitatea are loc cAnd numerele x,y,z
sunt egale.
Barem.
n+2 n+2 n n+l n+l
.. . x" + 2(x" +
Demonstreaza inegalitatea — Y — — Y — ( — ),Vn 22 i, 6p
+y X4y x"+y
FINalizZare. ... ....coiiiii i e e e e e e 1p
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3. Fie ABCD un patrulater si punctele M,N,P,Q astfel incit AM =MB, BN =3NC, DP =PC, DQ = —ZAD.

Sa se arate ca dreapta MP trece prin mijlocul segmentului [NQ].
skskok

Solutie. a) Din relatiile vectoriale deducem cé punctele M si P sunt mijloacele segmentelor [AB], respectiv
[CD], iar BN = %B—C,A—Q ==

Consideram S mijlocul segmentului [NQ] si avem MN + M—Q =2MS (D)

Dar MN +MQ =MB + BN + MA+ AQ=BN + AQ = (BC+AD) )

Mai putem scrie: 2MP = (MB +BC+ CP) + (MA +AD+ ﬁ) = BC+ 4D (3)
Din relatiile (1), (2) si (3) deducem MS || MP, deci punctul S apartine segmentului [MP].

Barem.

8) FagUIa L. 1p
MN + MO =2MS oo 1p

Deduce relatia (2). . ...ttt 2p

DedUCe Te1at1a (3). . o n ettt ittt et 2p

U1 2 PPN Ip

4. In dreptunghiul ABCD punctul E este mijlocul laturii BC, iar punctele diferite F si G apartin
segmentului [AB], astfel cd AF=FG. Dreptele EF si CG intersecteaza dreptele AC, respectiv AD in
punctele M si respectiv N. Sa se demonstreze ca dreptele MN si BD sunt paralele.

skskosk
Solutie. Fie K mljlocul segmentulul [CD] si O centrul dreptunghiului.
J' ~ Din aNAG ~aNDC rezulta —G=N—A<:> AF _NA Deducem ca
[ DC ND DK ND
v 1K aNAF ~aNDK si atunci punctele N, F, K sunt coliniare si
[y .
it o NE_AG ).
“ b NK CCD
M OE || AB =aMFA ~aMEO = ME_AF_ ME_4G (2).

ME OE ME CD

. . . F MF F  MF
Din relatiile (1) si (2) rezulta NE = NE =——, deunde aAMFN ~aEFK, deci KE || MN (3)
NK ME ~FK FE’
Cum [KE] este linie mijlocie in triunghiul CDB avem KFE || BD (4)

Din relatiile (3) si (4) obtinem concluzia.

Barem.

Demonstreaza ca punctele N, F, K sunt coliniare ................c..ccoevinniis 2p
G ) e Ip
NK CD

Determind relatia (2)........cceiiniiiniii i e Ip
Demonstreaza KE || MN ......oonriniiiiii e e, 2p
FINaliZare .. ......oiiiiiii i e e e Ip

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



