Olimpiada de Matematici — etapa locala- Galati
16 februarie 2013

Clasa a XI-a

Problema 1.
Fie E(x,k)= Q/E %/;+§/E 3/; , X, keR,

a) Sa se calculeze E(—k, k) si E(sin2 o, cos’ OC), aeR.

2013
b) Sa se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia z E(x,k)=0.
k=1
Milu Carmaciu, profesor, Galati
Problema 2.
k _ k+2
a) Sa se calculeze E(k) = limM k>2,keN.

Xl k+\1/;_k+\3/; ’
2n+l1
b) Fie P = kljz E(k). Sa se demonstreze cd Pe N,(‘v’)ne N*,

Milu Carmaciu, profesor, Galati
Problema 3. Fie (xn )n>l un sir marginit de numere reale pozitive cu proprietatea ca

\/n-xn +n+1—\/n-xn+1 S%S\/n-xn +n—\/n-xn,(V)n21. Sa se demonstreze ca sirul

este convergent.
Problema selectata de
Vasile Popa, profesor, Galati
din G.M.nr.11,2012

Problema 4. Fie A si B doud matrice patratice de ordinul doi cu elemente numere complexe, cu
proprietatea A-B—B-A=A.Sisearateci A-B"-A= 02,(‘v’)ne N,n2>1.

Problema selectata de
Vasile Popa, profesor, Galati
din G.M.nr.11,2012
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Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
Aducem la forma cea mai simpla expresia data. Se aduna toate coloanele la
prima coloana. Se scoate factor comun si se obtine:
1 e Ux+k
E(x,k)= 2-(i/§+%/%)- 1 Y+ Yx
1 Yk
Se scade din linia a doua prima linie si din a treia linie scddem a doua linie.
Obtinem:
1 Yk x+k
E(x k)= 2(Fx+k)o Ve |=
0 <k Vk-Ux
1.
= o + Vi x V -7 ¥k )= —2(x+ ) 3
a)
e ko] o k0
E(-k, k)= 0 Yk|=jo 0o —Vk|=0. 1
P
0o Yk k| o Rk Vk
) 2 _ : 2 2 _
E(sm o, COS oc)——Z(sm o+ cos oc)——2,(‘v’)oceR Ip
b) Folosind (1), obtinem:
2p

2(x+1)= 2(x+2) — ... = 2(x+2013) 20=
2013x+ (1+2+...42013)<0 = x<-1007.




a) Metoda 1.

1 11
o xki2 | xk k2
k}x _ k42 X . xk _xk+2 )

=1lim =1lim =

x>l k%_k+\3/; x—1 xﬁ _xi x—1 xi kalﬂklg _1} 2p
1 2
2 x(k+2)-k |
x(k+2)k
lxlgll 2 - lxlgll 1 2
L UHER) g [x(m)(m)] 1
1 1
[x(k+2)~k _ IJ . [x(kJrZ)-k n 1]
lim =
x—1 1 1
(x(kﬂ)-(kﬁ) _1]_(x(k+l)-(k+3) n 1]
1 1
x(k+2)-k 1 x(k+2)-k 1
linlll— = linlll— =
H L) H L)
(k+2)<c/; _1 1 1p
lim—zlim((m)f/;—l) —_— | =
x—1 (k'*'l)'(k*'?’\)/; -1 x> (k"'])'(k"'i)/; -1 lp
1 (k+1)-(k+3) (k+1)-(k+3) 1p
(k+2)-k 1 o (k+2)k
Metoda 2.
. . Alx -1 .. (x—1) 1
Folosind lim——— =1lim =—,m2>2,
P | x—l (x_l)(m/xm—l +mxm—2 +...+’”x+1) m lp
se obtine:
Ya-1 =hx-1 1 1
ox—1 x—1 _ k k+2 2p
lxlirllk*'\]/;_l -1 11
E(k) = =1  x—1 k+1 k+3
2 (k+1)(k+3)  (k+1)(k+3) 2
k(k+2) 2 k(k+2)




b)P=E(2) - EG3) - E@4) - ... - E2n) - E2n+1)= 1p
_ 354657 (2n+1)(2n+3) (2n+2)(2n+4) _
24 35 46 2n(2n+2)  (2n+1)(2n+3)
:(2n+2)(2n+4):(n+1)(n+2):2_m:meN*’m€N*, i
2.4 2 2
deoarece
(n+1)(n+2) = 2m=nr. par ( fiind produs de doua numere naturale
consecutive).
Ip
\/n-xn+n+1—\/n-xn+1S%S\/n-xn+n—\/n-xn,(V)n21.<:>
n f
\/n X, +n+1+\/n ‘X, +1 \/n X, +n+\/n X, Ip
VX, +1+\/7<2<\/ +—1+\/n+l Q) 1p
n n
Fie functia f:[0.0) > R, f(x)=+x+1 +/x. 2p
Relatia (1) se scrie: f'(x, )< f(%jé f{xﬂ +lj
n
Functia f este strict crescatoare pe 1p
[O,oo):xnSiéxn+l<:>OS2—anl:1imxn:2. 1
16 n 16 n o 16 p




AB-B-A=A= A-B=B-A+ A< A-B=(B+1,)- 4 (1)

BA = A~(B—12) )
Analizam cazurile:

I

det A #0.

Din (1) 5i (2) = detA -det B =det(B+1,)-det A si detB - det A =
det 4-det(B—-1,);
det B =det(B+1,)
{detB:det(B—Iz)
Considerdm det (B —xI,) =det B—o.-x +x°.
Relatiile (3) devin:
detB=detB+o+1
{detB:detB—owl
I det A=0, Tr(AB—BA)=TrA=Trd=0= 4> =0,.
AB-A=B- A +4 =0,
In relatia din enunt, avem: A-B=B-A+A/-(B-4)=

= -1=1(F).

A-B*A=B-(4-B-A)+4-B-4=0,.

Demonstram prin inductie matematica 4-B"-4=0,, (V) nx1.
Presupunem ca A-B"-A=0,.

AB=BA+A/-(B"-A)= A-B""-A=B(AB"A)+ AB"A=0,.
In concluzie 4-B"- A= 02,(‘v’)n >1.

1p

Ip
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