
INSPECTORATUL ŞCOLAR  JUDEŢEAN                                                                                                                       
                  DÂMBOVIŢA                                                                                                          SSMR DÂMBOVIŢA 

 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ - 28 februarie 2015 

CLASA  a XI-a 

 

Subiectul 1.  Fie A și B două matrice patratice de ordinul 2 cu elemente reale având 

proprietatea că 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = 𝐴2.  

Să se arate că  𝐵 − 𝐴 2015 = 𝐵2014 𝐵 − 2015𝐴 . 

GM 9/2014 enunț adaptat  

Subiectul 2.  Fie A o matrice de ordinul doi cu elemente reale și 𝐴𝑡  matricea transpusă. 

Știind că 𝑑𝑒𝑡 𝐴 + 𝐴𝑡 = 8 și 𝑑𝑒𝑡 𝐴 + 2𝐴𝑡 = 27. Să se calculeze 𝑑𝑒𝑡𝐴. 

GM 11/2014 

Subiectul 3.  Calculați  

lim
𝑛→∞

 lim
𝑥→0

 1 +  𝑡𝑔𝑥 2 +  𝑡𝑔 2𝑥  
2

+ ⋯+  𝑡𝑔 𝑛𝑥  
2
 

1
𝑥2
 

1
𝑛3

 

∗∗∗ 

Subiectul 4. Fie  𝑥𝑛 𝑛≥1 și  𝑦𝑛 𝑛≥1 două șiruri de numere reale definite prin 𝑥0 > 1   și 

𝑥𝑛+1
2 − 2𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 2, iar 𝑦𝑛 = 1 −

1

2
−

1

22
−⋯−

1

2𝑛
  .  Calculați lim𝑛→∞

𝑥𝑛−2

𝑦𝑛
 . 

∗∗∗ 

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii 
          Fiecare subiect este notat de la 0 la 7. 
          Timp de lucru 3 ore 



OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ 

CLASA A XI-a 

28 februarie 2015 

Barem de corectare 

Subiectul 1.  Fie A și B două matrice patratice de ordinul 2 cu elemente reale având 

proprietatea că 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = 𝐴2.  

Să se arate că  𝐵 − 𝐴 2015 = 𝐵2014 𝐵 − 2015𝐴 . 

GM 9/2014 enunț adaptat  

Soluție: Inductiv se demonstrează că în general  𝐵 − 𝐴 𝑛+1 = 𝐵𝑛 𝐵 −  𝑛 + 1 𝐴 . 

n=1⇒  𝐵 − 𝐴 2 = 𝐵2 − 𝐵𝐴 − 𝐴𝐵 + 𝐴2 = 𝐵2 − 2𝐵𝐴 + 𝐵𝐴 − 𝐴𝐵 + 𝐴 2 = 𝐵 𝐵 − 𝐴 ...2p 

P 𝑘 ⟹ 𝑃 𝑘 + 1  

 𝐵 − 𝐴 𝑘+2 =  𝐵 − 𝐴 𝑘+1  𝐵 − 𝐴 = 𝐵𝑘 𝐵 −  𝑘 + 1 𝐴  𝐵 − 𝐴 = 𝐵𝑘 𝐵2 − 𝐵𝐴 −

 𝑘 + 1 𝐴𝐵 +  𝑘 + 1 𝐴2 = 𝐵𝑘 𝐵2 −  𝑘 + 2 𝐵𝐴 +  𝑘 + 1 𝐵𝐴 −  𝑘 + 1 𝐴𝐵 +

 𝑘 + 1 𝐴2 = 𝐵𝑘 𝐵2 −  𝑘 + 2 𝐵𝐴 = 𝐵𝑘+1 𝐵 −  𝑘 + 1 𝐴 ........................................4p 

Finalizare ..................1p 

Subiectul 2.  Fie A o matrice de ordinul doi cu elemente reale și 𝐴𝑡  matricea transpusă. 

Știind că 𝑑𝑒𝑡 𝐴 + 𝐴𝑡 = 8 și 𝑑𝑒𝑡 𝐴 + 2𝐴𝑡 = 27. Să se calculeze 𝑑𝑒𝑡𝐴. 

GM 11/2014 

Soluție: 𝐴 =  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 ⟹  𝑑𝑒𝑡 𝐴 + 𝐴𝑡 =  
2𝑎 𝑏 + 𝑐

𝑏 + 𝑐 2𝑑
 = 4𝑎𝑑 −  𝑏 + 𝑐 2 = 4𝑎𝑑 − 𝑏2 −

2𝑏𝑐 − 𝑐2 = 8 … … …… … … … … … … .3𝑝 

𝑑𝑒𝑡 𝐴 + 2𝐴𝑡 =  
3𝑎 𝑏 + 2𝑐

2𝑏 + 𝑐 3𝑑
 = 9𝑎𝑑 −  𝑏 + 2𝑐  2𝑏 + 𝑐 = 9𝑎𝑑 − 2𝑏2 − 5𝑏𝑐 −

2𝑐2 = 27........................................................2p 

Finalizare: 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 11 …… … … ….2p 

Subiectul 3.  Calculați  

lim
𝑛→∞

 lim
𝑥→0

 1 +  𝑡𝑔𝑥 2 +  𝑡𝑔 2𝑥  
2

+ ⋯ +  𝑡𝑔 𝑛𝑥  
2
 

1
𝑥2

 

1
𝑛3

 

∗∗∗ 



Soluție: lim𝑥→0  1 +  𝑡𝑔𝑥 2 +  𝑡𝑔 2𝑥  
2

+ ⋯ +  𝑡𝑔 𝑛𝑥  
2
 

1

𝑥2
=

lim
𝑥→0

𝑒
𝑙𝑛 1+ 𝑡𝑔𝑥  2+ 𝑡𝑔 2𝑥  

2
+⋯+ 𝑡𝑔 𝑛𝑥   

2
 

1

𝑥2

=

lim
𝑥→0

𝑒

1

𝑥2

𝑙𝑛  1+ 𝑡𝑔𝑥  2+ 𝑡𝑔  2𝑥  
2

+⋯+ 𝑡𝑔  𝑛𝑥   
2
 

 𝑡𝑔𝑥  2+ 𝑡𝑔  2𝑥  
2

+⋯+ 𝑡𝑔  𝑛𝑥   
2   𝑡𝑔𝑥  2+ 𝑡𝑔 2𝑥  

2
+⋯+ 𝑡𝑔 𝑛𝑥   

2
 

=

lim
𝑥→0

𝑒
1

𝑥2 
 𝑡𝑔𝑥  2

𝑥2 +
 𝑡𝑔  2𝑥  

2

4𝑥2 ∙4+⋯+
 𝑡𝑔  𝑛𝑥   

2

𝑛2𝑥2 ∙𝑛2 ∙𝑥2

= 𝑒12+22+⋯.+𝑛2
= 𝑒

𝑛 𝑛+1  2𝑛+1 

6 … … 5𝑝 

lim𝑛→∞  lim𝑥→0  1 +  𝑡𝑔𝑥 2 +  𝑡𝑔 2𝑥  
2

+ ⋯ +  𝑡𝑔 𝑛𝑥  
2
 

1

𝑥2
 

1

𝑛3

=

lim𝑛→∞  𝑒
𝑛 𝑛+1  2𝑛+1 

6  

1

𝑛3

= 𝑒
2

6 =  𝑒
3

..........................................................................2p 

 

Subiectul 4. Fie  𝑥𝑛 𝑛≥0 și  𝑦𝑛 𝑛≥0 două șiruri de numere reale definite prin 𝑥0 > 1   și 

𝑥𝑛+1
2 − 2𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 2, iar 𝑦𝑛 = 1 −

1

2
−

1

22 − ⋯ −
1

2𝑛   .  Calculați lim𝑛→∞
𝑥𝑛 −2

𝑦𝑛
 . 

∗∗∗ 

Soluție:  𝑥𝑛+1 − 1 2 = 𝑥𝑛 − 1 ⇒ 𝑥𝑛+1 − 1 = ± 𝑥𝑛 − 1................................................1p 

Dacă 𝑥𝑛+1 − 1 = − 𝑥𝑛 − 1 ⟹ 𝑥𝑛+2 − 1 = − 𝑥𝑛+1 − 1 = −𝑖 𝑥𝑛 − 14 ∉ 𝑹....................1p 

Dacă 𝑥𝑛+1 − 1 =  𝑥𝑛 − 1 ⇒ 𝑥𝑛 − 1 =  𝑥0 − 12𝑛
(inductiv).........................................2p 

Cum 𝑦𝑛 = 1 −
1

2
−

1

22
− ⋯ −

1

2𝑛
=

1

2𝑛
 avem  

lim𝑛→∞
𝑥𝑛 −2

𝑦𝑛
= lim𝑛→∞

 𝑥0−12𝑛
−1

1

2𝑛

 =lim𝑛→∞
 𝑥0−1 

1
2𝑛 −1

1

2𝑛

= 𝑙𝑛 𝑥0 − 1 ......................3p 
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