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Olimpiada de matematici — clasa a XlIl-a
etapa zonala — 27 februarie 2016

1. Calculati: ¢ arcsin(cosx)dx , daca x 1 [0,2p]

2. Dati exemplu de monoid comutativ cu 4 elemente astfel incét interiorul
tablei operatiei sd contind elementele monoidului de céte 1, 2, 3 respectiv 10
ori.

Sa se arate ca nu exista functie f :j ® | care admite o primitiva
i

3.
F:; ® i ,astfel incat xf(x) = x + F(x), pentru orice X I ;

4. Cel putin cate elemente trebuie sa alegem arbitrar din grupul (¢ 20167 +)

astfel incat printre acestea sa fie sigur trei elemente (nu neaparat distincte) ale
caror suma este 0 ?
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Solutii si bareme
1. Calculati: ) arcsin(cosx)dx , daca x I [0,2p]

Solutie
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2. Dati exemplu de monoid comutativ cu 4 elemente astfel incat interiorul
tablei operatiei sa contina elementele monoidului de cate 1, 2, 3 respectiv 10
ori.

Solutie

Fie M = {e,a,b,c}, unde e este elementul neutru, acesta fiind elementul

care apare o singura data (toate celelalte apar in produsele ex si Xe . .......cccce.ee.

Fie a elementul care apare de doua ori, deci in produsele ea = ae sib
elementul care apare de 3 ori, deci in produsele eb = be si inca un element

pe diagonala, deoarece monoidul este COMULALIV. .....oovvvieriiiiiiiie i

Urmatorul tabel de operatie corespunde cerintei:
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Trebuie verificata asociativitatea. Daca {e,c} C{x,y,z} ' Z , atunci evident
X(yz) = (xy)z . Daca {e,c} C{x,y,z} = &, avem de verificat cazurile

(aa)b = a(ab), (ab)pb = a(bb) si perumtarile acestora, care din comutativitate
sunt echivalente cu acestea, toate acestea sunt adevarate, deci este asociativa.

3. Sa se arate ca nu exista functie f : | ® | care admite o primitiva
F:; ® ; ,astfel incat xf(x) = x + F(x), pentru orice x I ;

Solutie
Din relatia din enunt rezultd F(0) = 0. ..oooiiiiiiiiiicee e
Daca x ' 0, avem f(x)3: 1+ B e
A e m . . . . _ . F(x)
Trecand la limita in aceasta relatie, obtinem Ilérg f(x)=1+1i m ——= @). .....
X® X X

PO~ im )= FO - pgy = £(0) o

Pe de alta parte lim
X®0 X X® 0 Xx-0

Relatia (1) devine f(0) = 1+ f(0) contradictie, deci nu exista astfel de

fUNCHIE. e

4. Cel putin cate elemente trebuie sd alegem arbitrar din grupul (¢ soter T )

astfel incat printre acestea sa fie sigur trei elemente (nu neaparat distincte) ale
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Solutie
Daca alegem toate eleme?tele impare, atunci oricare trei dintre acestea are

suma impard, adicd nu poate fi 2016k = 0. Deci trebuie sa alegem cel putin

1009 de elemMeNte. . oo

In continuare vom arata ca acesta este suficient. Daca A = {X 1 Xpreees X 1008}

CU X, <X, <..<X este o submultime arbitrara cu 1009 de elemente a

1008

multimii ¢ , -, atunci multimea B = {XO + XX, F Xy Xt xloos}are

L1008 BlEMENTE. . oo



Multimea simetricelor elementelor multimii A , A¢= {- Xgr= Xpsees Xloos}
contine 1009, deci A¢CB ' . Deci existd i, j 1 {0,1,...,1008} astfel incat

=X, T X X, deCH X+ X X T Ol 3p



