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OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 5. 03. 2016

Clasa a XII � a

Problema 1. S¼a se calculeze
Z

12x+ 17

(x+ 2)(2x+ 3)(3x+ 4)(6x+ 5) + 2016
dx; x 2 (0;1):

Problema 2. Fie (G; �) un grup multiplicativ având elementul neutru e şi x; y 2 G. S¼a se arate
c¼a dac¼a x2 = e şi xyx = y3; atunci y8 = e:

Problema 3. S¼a se arate c¼a dac¼a H1 şi H2 sunt dou¼a subgrupuri ale unui grup (G; �) ; astfel încât
G = H1 [H2; atunci H1 = G sau H2 = G.

Problema 4. Fie f : [a; b]! R o funçtie derivabil¼a cu proprietatea c¼a

(b� a) � f 0(x) � k; (8) x 2 [a; b]:

S¼a se arate c¼a
1

b� a

Z b

a

f(x) dx �k
2
+ f(a):

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 5. 03. 2016

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

Problema 1. S¼a se calculeze
Z

12x+ 17

(x+ 2)(2x+ 3)(3x+ 4)(6x+ 5) + 2016
dx; x 2 (0;1):

Barem de corectare. Dac¼a not¼am cu I integrala din enuņt, avem:

(2p) I =

Z
12x+ 17

(6x2 + 17x+ 10)(6x2 + 17x+ 12) + 2016
dx

(3p) =

Z
12x+ 17

(6x2 + 17x+ 11)2 + 2015
dx

(2p) =
1p
2015

� arctg6x
2 + 17x+ 11p

2015
+ C.

Problema 2. Fie (G; �) un grup multiplicativ având elementul neutru e şi x; y 2 G. S¼a se arate
c¼a dac¼a x2 = e şi xyx = y3; atunci y8 = e:

Barem de corectare.
(1p) Ar¼at¼am c¼a y9 = y. Într-adev¼ar,

(2p) y9 = y3 � y3 � y3 = xyx � xyx � xyx
(1p) = x � y3 � x
(2p) = x � xyx � x = x2 � y � x2 = y;
(1p) de unde, y8 = e.

Problema 3. S¼a se arate c¼a dac¼a H1 şi H2 sunt dou¼a subgrupuri ale unui grup (G; �) ; astfel încât
G = H1 [H2; atunci H1 = G sau H2 = G.

Barem de corectare.
(1p) Presupunem contrariul. Dac¼a H1 6=G şi H2 6=G;
(1p) atunci H1 rH2 6= ; şi H2 rH1 6= ;.
(2p) Fie h1 2 H1 r H2 şi h2 2 H2 rH1. Din h1�h2 2 G = H1 [ H2; deducem c¼a h1�h2 2 H1 sau

h1�h2 2 H2.
(2p) Deoarece, (h1�h2 2 H1 )h2 2 H1) ; iar (h1�h2 2 H2 )h1 2 H2) ; în ambele cazuri ob̧tinem con-

tradiçtii cu alegerea elementelor h1 2 H1 rH2 şi h2 2 H2 rH1:
(1p) Aşadar, H1 = G sau H2 = G.



Problema 4. Fie f : [a; b]! R o funçtie derivabil¼a cu proprietatea c¼a

(b� a) � f 0(x) � k; (8) x 2 [a; b]:

S¼a se arate c¼a
1

b� a

Z b

a

f(x) dx �k
2
+ f(a):

Barem de corectare.
(2p) Aplicând teorema lui Lagrange funçtiei f pe intervalul [a; x]; deducem c¼a exst¼a cx 2 (a; x) astfel

ca f(x)� f(a) = f 0(cx)(x� a).

(2p) Deoarece f 0(x) � k

b� a; (8) x 2 [a; b]; ob̧tinem c¼a f(x) � k

b� a � (x � a) + f(a); (8) x 2 [a; b];
de unde

(1p)

Z b

a

f(x) dx �
Z b

a

�
k

b� a(x� a) + f(a)
�
dx

(1p) = (b� a)
�
k

2
+ f(a)

�
; adic¼a

(1p)
1

b� a

Z b

a

f(x) dx � k

2
+ f(a):

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


