Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
16 februarie 2013

Clasa a XII-a

Problema 1.

a) Sa se determine a, b€ R astfel incit functia F:R >R,
F(x)=(a: )c+1)'eb'x+2 sd fie o primitivd a functiei f:R > R, f(x)= > 2 (4-x+4).
b) Sa se calculeze j\j4— x? dx, xe [—2; 2] .

Romeo Zamfir, profesor, Galati

Problema 2. Se noteaza £ =RXR si pentru orice € R se considera f, : E — E,

2
t
f; (x, y) = (x+t- y +E, y +t} pentru orice (x; y) € E . Considerand multimea
G= {ft | te ]R} , sa se demonstreze ¢ :

a) G are o structurd de grup comutativ in raport cu operatia de compunere a functiilor.

b) G este izomorf cu grupul (R,+).

Romeo Zamfir, profesor, Galati

Problema 3. Fie functia f :IR — R, derivabila, cu derivata continud pe R care satisface
proprietatea f(x)— f (x)= x’ +x+1,(V)xe R
a). Si se determine functia f pentru f(0)=0.

X
b). Sa se demonstreze ci limL)
x—eo o

=4,
Ioan Toderita, profesor, Galati
Problema 4. Fie p un numar prim de forma 4-k+3, ke N.
a). Sa se arate ca ecuatia X +i :6 nu are solutii in Z b
b). Sé se arate ¢ dacd x> + y2 = 6, X, y€E Zp, atunci x =0 si y=6.
c). Siserezolve in Z ecuatia x* + y* =12005.

Vasile Popa, profesor, Galati
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Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a) Trebuie sd avem cd F'(x)= f(x), pentru orice x e R 1p
Prin calcul, deducem ca F'(x)=(a-b-x+a+b)-e" 2, pentru orice 1p
xeR.
Din relatiile F'(O) = f(O) = (cH—b)-e2 =4.¢* ©a+b=4 si 2p

F'(—l):f(—1)<::>(—a-b+a+b)-eib+2 =0 —a-b+a+b=0, obtinem

) {a+b=4 {a+b:4 {azZ
sistemul

= .
a-b=a+b a-b=4 b=2

2-x+2

Observam cd pentru @ =b =2 obtinem ca F(x)=(2-x+1)-¢~*"=, pentru

orice x € R, functie care verifica relatia F'(x)= f (x), pentru orice xe R.

Réspuns: a=b=2.




b) Mai intai calculim 7 = J\/4 —x? dx, pentru x e (-2;2).

Avem ca

I=[V4-x dx=j%dx=4-jﬁdx+j%;dx=
-X

V4—-x?

=4~arcsin§+J.x-(\/4—x2)'dx =4-arcsir1§+x-\/4—x2 —J.\/4—x2 dx =4-ai

dx =

. X
4-arcsmE+Ix~

. Deci, I:j 4—x? dx:2~arcsin§+%-x~\/4—x2 +c,unde ceR si

xe(—2;2).

2p

Functia f:[-2;2] > R, f(x)=v4- x? este continui, deci admite

primitive. Notam cu F :[—2; 2] — R o primitiva a lui f. Mai sus am

determinat primitivele functiei f* pe intervalul (—2;2) si am obtinut ca
: 1 .

F(x)= 2-arcs1n§+5-x-\/4—x2 +c, pentru orice x €(—2;2), unde

ceR . Deoarece F este derivabild pe [—2; 2] , rezultd ca F' este continua

pe [-2;2].
Obtinem ca F(2)=lim F(x)=m+c si F(-2)= lim F(x)=-n+c.Prin
s s

urmare, primitivele functiei f* sunt de forma F:[-2;2] >R si

F(x):2-arcsin§+%-x-\/4—x2 +c, pentru orice x €[-2;2].

1p




Fie p,q e R si functiile

2 2
q
Jor Jy E-E, f,(x, y)=(x+p-y+%,y+p},ﬁ,(x;y)=[x+q~y+?y+qj-

Avem ca

2
fpof i E—>E, (fpofq)(x, y)=fp(fq(x, y)):fp£x+q.y+q7,y+qJ:

2 2 + 2
(X+q-y+%+P'(y+Q)+p7,y+q+pJ[x+(p+CI)-y+—(p 2q) LV

, pentru orice (x;y) € E . Prin urmare, f,  f, = f,., » pentru orice

p.qeR.
a) Ultima relatie arata ca operatia de compunere a functiilor este bine

definitd pe G . Avand in vedere ca operatia de compunere a functiilor este
asociativa pe mulfimea F = { f | f:E>E } si G c F, rezulta ca operatia

de compunere indusa pe G este asociativa. Mai departe, folosind

Jpofq=JSpsq-pentruorice p,q R, se deduce usor ca operatia de

compunere indusd pe G este comutativa, admite element neutru

e=fp€G, orice element f, € G este simetrizabil (inversabil) si

simetricul lui f, este f_, €G.

2p

b) Functia h:G — R, h(f;) =t este bijectiva (se demonstreaza usor)

si h(f, o f,)=h(fprg)=P+a=h(f,)+h(f,), pentruorice p.geR.
Prin urmare, G este izomorf cu grupul (R,+), ceea ce trebuia

demonstrat.

3p




Inmultim egalitatea cu e si se obtine: 1p
(e”‘ -f(x))l =e" ~(x2 +x+1). 1p
I(e_" ~f(x))’ dx = J.e_x -(x2 +x+1)dx =
1
e’ f(x)=—€" -(x2 +x+1)—e_" (2-x+1)—e-2+C. P
x=0= f(0)=-1-1-24C=0= C=4,
Ip
f(x)=4-e"=(x"+3-x+4), f:R>R.
4. —(x"+3-x+4 4-¢" —(2-x+3

tim? ) i ( I CEA)
b) xoo ¥ x>0 e’ X—>0 *

_im P2y 3p

X—>0 e
a). Aplicam Mica teorema a lui Fermat: daca
(x,p)=lLxeZ=p/x"" 1= p/x*? -1.
Presupunem cd existd x € Z , astfel incat 2p
A~ ~ ~ A\ 2k+1 ~ ~

P l=0ext == 0 = (—1) = 1=1(fals).
b). Presupunem ca (3)x,y € Z', astfel 2p
incatx’ +y* =0 < ()gf1 )2 +1=0(fals). In concluzie singura solutie este
x=y=0.
¢). Ecuatia se mai scrie x> + y* =2401-5. < x> + y* =7*-5.Reducand
ecuatiain Z, = x*+1* =0,x,y e Z, = x =y =0. 3p

Deci x=7-a, y=7-b, a,b e Z.
Ecuatia devine
a’+b>=49.5;

Lafel a=7m, b=Tn=>m>+n*=5<

(m,n)e{(2,1),(2,—1),(—2,1),(—2,—1)(1,2),(—1,2) 1,—2),(—1,—2)}:>

(x.»)€{(98,49).(08,-49),(-98,49),(-98,-49),} L
{(49,98),(—49,98),(49,-98),(-49,-98)}.






