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PROBLEMA 1. Sa se arate ca, daca inversul sumei a trei numere reale nenule, este egal cu
suma inverselor lor, atunci cel putin doud dintre numere au acelagi modul (se presupune cad suma

celor trei numere este nenuld).

PROBLEMA 2. Daca z,y > 0 sunt doua numere reale care verifica relatia

2V + gy =/ (z+1)(y+4),

calculati media geometrica a numerelor x si y.

PROBLEMA 3. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD, cu AB = 12. Fie
AC N BD = {0}, M mijlocul segmentului [BC] si P mijlocul segmentului [AB]. Daca cosinusul
unghiului diedru format de planele (VBC') si (ABC) este egal cu 7 sa se determine:

a) distanta de la punctul P la planul (V BC);

b) distanta de la punctul O la planul (V PM);
c¢) tangenta unghiului format de planele (VAC) si (VBC).

PROBLEMA 4. Pe semidreptele (OA, (OB si (OC, perpendiculare doud cate doud, se considera
punctele A, B' si C’, astfel incat A" € (OA), B’ € (OB) si C' € (OC). Stiind cad patrulaterele
A'B'BA si B'C'CB sunt inscriptibile, sd se arate ca:

a) A'C'C A este patrulater inscriptibil;

b) Daca OH L (ABC), H € (ABC), atunci H este ortocentrul triunghiului ABC

c) Dacd G este centrul de greutate al triunghiului A’B’C’, atunci OG L (ABC).

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fjecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Sa se arate ca, daca inversul sumei a trei numere reale nenule, este egal cu
suma inverselor lor, atunci cel putin doud dintre numere au acelagi modul (se presupune cd suma

celor trei numere este nenul).

Barem de corectare.

. 1 1 1 1 . .
Din ———— = — + — + —, obtinem succesiv:
a+b+c a b ¢
1 1 1 1
a+b+c a b ¢

—(b+c) bte
ala+b+c) b-c
(b+ c)(a® 4+ ab+ ac+ bc) =0

(b+c)a+b)(a+c)=0

de unde, |a| = |b] sau |b] = |¢| sau |a| = |¢].

PROBLEMA 2. Daca z,y > 0 sunt doua numere reale care verifica relatia

2V + iy =/ (z+1)(y+4),
calculati media geometrica a numerelor x si y.
Barem de corectare. Avem:
2V + Y=+ (z+1)(y+4) dr+y+4/7y = (x+1) (y +4)
Sry+4-—4/ry=0
& (Vi —2)° =0

& Ty = 2.
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PROBLEMA 3. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD, cu AB = 12. Fie
AC N BD = {0}, M mijlocul segmentului [BC] si P mijlocul segmentului [AB]. Daca cosinusul

3
unghiului diedru format de planele (V BC') si (ABC') este egal cu 7 sa se determine:
a) distanta de la punctul P la planul (V BC);

b) distanta de la punctul O la planul (V PM);
c¢) tangenta unghiului format de planele (VAC) si (VBC).

Barem de corectare. Notam cu «, masura unghiului diedru format de planele (V BC) si (ABC).
— 3
a) Deoarece « = m(VMO), si cosa = 1 %€ obtine VM =8 i VO = 2/7.

Cum PO || BC rezulta ca PO || (VBC), de unde d(P; (VBC)) = d(O; (VBC)) = %7

b) Daci OB N PM = {E}, atunci OF = 3v/2, VE = \/46

61161
23
c) Dacid S € (V(C), astfel incat OS L VC, atunci méasura unghiului diedru format de planele

(VAC) si (VBC) este 8 = m(B/\SO)
V14 OB 57
btine tgf = — = —.
se obtine tg 3 03 -

PROBLEMA 4. Pe semidreptele (OA, (OB si (OC, perpendiculare doud cate doud, se considera
punctele A, B’ gi (', astfel incat A’ € (OA), B’ € (OB) si ¢" € (OC). Stiind ca patrulaterele
A'B'BA si B'C'C'B sunt inscriptibile, sa se arate ca:

a) A'C'C A este patrulater inscriptibil;

b) Daca OH L (ABC), H € (ABC), atunci H este ortocentrul triunghiului ABC;

¢) Dacd G este centrul de greutate al triunghiului A’B’C"; atunci OG L (ABC).

si d(O; (VPM)) = d(O;VE) =

DinOBzG\/§§iOS:6

Barem de corectare.

a) Deoarece patrulaterul A’B’BA este inscriptibil, rezulta cad m (m’ ) =m (@) , de unde
obtinem cd AOA'B" ~ AOBA. Deci OA"-OA =0B"-0OB.

Analog, se obtine OB’ - OB = OC" - OC.

Asadar, OA’ - OA = OC' - OC = AOAC' ~ AOCA = m(o//@/) - m(O/C\A>, adicd
patrulaterul A'C'C' A este inscriptibil.

b) Deoarece BC L OH si BC' L OA rezulta cd BC' L (AOH), adica BC' L AH. Analog, se
obtine AB | C'H, adica H este ortocentrul triunghiului ABC.

¢) Fie H ca la punctul b), AH N BC = {D} si OD N B'C" = {D'}. In triunghiul dreptunghic
OBC, m (@) =m <5C§) . Cum BCC'B’ este inscriptibil, m (@) =m <@’) . Deci
B'D" = OD'. Analog se obtine OD" = D'C’, de unde B'D’ = D'C, adica A’D’ este mediana in
AA'B'C.

OH intersecteaza mediana A'D’ a triunghiului A’B’C’. Analog se arata ca OH mai intersecteaza
si o altd mediand a triunghiului A’B’'C’, de unde rezultd cd G € (OH) .

! Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



