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1. Fie f: [0,1] — R o functie continua si injectiva cu proprietatea ca f(1) = 1. Demonstrati
1

3
ca, daca exista xg € (0, 1) astfel incat f(zg) > 2, atunci / arctg(f(z))dxr > 7
0

Gazeta Matematica, enunt, modificat

2. Fie (G,-) un grup si multimea Z(G) = {z € G | vy = yx, (V) y € G}. Daci x? = ¢, pentru
orice x € G\ Z(G), demonstrati ca (G, ) este grup comutativ.

Gazeta Matematica

3. Se considera functiile f : R = R, f(z) =14+{2}(1—{z})si F: R - R, F(x) = /x f(t)dt,
unde prin {x} am notat partea fractionara a numarului real z. ’
a) Demonstrati ca f admite primitive gi ca orice primitiva a sa este strict crescatoare pe R.
b) Sa se arate ca exista a € R astfel incat functia G : R — R, G(x) = F(x) — az sa fie
periodica, avand o perioada egala cu 1.

T

f(z)

stabila a multimii matricelor patratice de ordin 2 in raport cu inmultirea matricelor. Sa se

4. Fie f : R* — R o functie pentru care multimea G = {( ? ) |z € R*} este parte

arate ca (G, -) este grup abelian izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale nenule.

Nota: 1. Timp de lucru 3 ore.
2. Fiecare subiect se noteaza de la Op la 7p. Punctaj maxim 28p.
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Solutii si bareme orientative

1. Fie f:[0,1] — R o functie continua si injectiva cu proprietatea ca f(1) = 1. Demonstrati

1 3
ca, daca exista xy € (0,1) astfel incat f(xy) > 2, atunci / arctg(f(x))dz > 7
0

Solutie: Cum f este continua si injectiva rezulta ca f este strict monotona.

................................................................................................................... 2p
Cum f(1) =1si(3) 2o € (0,1) cu f(xg) > 2 rezulta ca f este strict descrescatoare.
................................................................................................................... 2p
= f(x) > f(1) =1, (V) z € [0,1]. Cum functia arctg este monoton crescatoare pe R =
arctg(f(z)) > arctgl = %, (V) z € [0,1].

................................................................................................................... 2p

e T 3
Atunci, / arctg(f(x))dz > Z(l —0) > i
................................................................................................................... 1p

2. Fie (G,-) un grup si multimea Z(G) = {z € G | zy = yz, (V) y € G}. Dacd 2% = e, pentru
orice x € G\ Z(G), demonstrati ca (G, ) este grup comutativ.

Solutie: Vom demonstra ca Z(G) = G. Presupunem prin reducere la absurd ca (3) z € G\ Z(G).
Atunci, exista y € G cu proprietatea ca xy # yx.

................................................................................................................... 1p

Rezultd cd y € G\ Z(G), in caz contrar y comutd cu z. Prin urmare z* = e si y* = e.

................................................................................................................... 1p

Sa presupunem ca xy € Z(G). Atunci, (zy)y = y(zy) = =z = yry = zy = yz,
contradictie.

................................................................................................................... 2p

Dacd zy € G\ Z(G) atunci (2y)? = e = ayry =e = yx = xy, contradictie.

................................................................................................................... 2p

Prin urmare, Z(G) = G, ceea ce arata ca G este grup comutativ.

................................................................................................................... 1p

3. Se considera functiile f : R = R, f(z) =1+ {z}(1—{z})si F: R = R, F(x) = /x f(t)dt,
0
unde prin {x} am notat partea fractionara a numarului real x.

a) Demonstrati ca f admite primitive gi ca orice primitiva a sa este strict crescatoare pe R.

1



b) Sa se arate ca exista a € R astfel incat functia G : R — R, G(x) = F(z) — ax sa fie
periodica, avand o perioada egala cu 1.

Solutie: a) Deoarece f(x) =14+ (z—k)(1+k—=z), (V) z € (k,k+1), k € Z = f este continua
pe orice interval de forma (k, k + 1) ca fiind functie elementara.

Fie n € Z. Atunci, li}n f(z) = li}n[l +(z—n+1)(n—2a)]=1
iar li{n flz\) = h{n[l +(z—n)(1+n—2)] =1 Cum f(n) =1, rezultd ca f este continua

in orice punct g = n € Z. Prin urmare, f este continua pe R = f admite primitive.

Daca F' : R — R este o primitiva a functiei f atunci F'(z) = f(x), (V) z € R. Cum
{z} €1]0,1), rezulta ca f(x) >1 >0, (V) z € R, ceea ce arata ca F' este strict crescatoare.

................................................................................................................... 1p
b) G(x+1)=G(z), (V) zeR==Fle+1)—alx+1)=F(x) —azx, (V) z € R ceea ce
x+1
conduce la a = / f(t)dt.
..................... e, 1p

Cum f este periodica de perioada 1, iar pentru orice x € R exista n € Z
astfel can <z < n + 1 rezulta

[ rwar= [T e a= [T gw= [T s+ [T )y =

_ [ f(t+1)dt+/oz_nf(t)dt:/Olf(t)dt:/ol[lJra:(l—x)]d:c:

r—n

0

r—n

T

fx

stabila a multimii matricelor patratice de ordin 2 in raport cu inmultirea matricelor. Sa se

4. Fie f : R* = R o functie pentru care multimea G = {( ) ? ) |z € R*} este parte

arate ca (G, -) este grup abelian izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale nenule.

Solutie: Nota A(x) = ( f(xx) ? ) ,z € R*. Cum G este parte stabila rezulta ca (V) z,y € R,
Ty 0 _ ;
Alz)-Aly) € G = yf(z)+ f(y) 1 ) € G deunde yf(z) + f(y) = f(zy), (V) z,y € R

Pentru y = —1 obtinem —f(z) + f(-1) = f(—z) = f(z) + f(—z) = f(—1). Notand
f(=1) = 2a € R obtinem f(z) + f(—z) = 2a.

Pentru = —1 obtinem yf(—1) + f(y) = f(-y) = 2ay+ f(y) =2a — f(y) =
f(y) = a(l —y). Prin urmare, f(z) =a(l —x), (V) z € R*, a € R.

................................................................................................................... 2p
Se verifica imediat axiomele grupului.
................................................................................................................... 1p
Functia ¢ : R* — G definita prin ¢(z) = A(z) este izomorfismul cautat.
................................................................................................................... 1p



