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Olimpiada de matematica
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Clasa a Xl-a

a) Bizonyitsuk be, hogy (M ,-) monoid.
b)Legyen 4e M és X e M,(Z). Ha AX = XA,akkor igazoljuk, hogy X € M vagy létezik o € Z

b
I) Adott a kdvetkez6 halmaz: M = ¢ ;
b a

ugy, hogy A=a-l,
¢) Igazoljuk, hogy M —nek végtelen sok invertalhato eleme van.
G.M. 10/2012

II) Legyen (G,)csoport, melynek semleges eleme e, és x,y € G, Ggy, hogy Xt = y2 = (xy)z.

Igazoljuk, hogy: a) y4 =e

b) x2013 +y2013 :X+y.

2012

o) (xy)

Prof. Traian Tamiian

xN?J/:_L
x—/x (x—\/;)zj

e'dx, xe(l,0).

1) a) Ellendrizziik a kovetkezé azonossagot : [

X’ —x—+x
b) Szamitsuk ki: J‘ (x— \/_)

Vx € (1,0)

Prof.Adrian Bud

IV) Legyen a>0 és az f:[0,a]—> R a[0,a]-nkétszer derivalhato fiiggvény , melynek a masodrendii

derivéltja folytonos a [0, a] intervallumon, és f(a)= f'(a) = 0.Mutassuk ki, hogy barmely k € {1, 2}

esetén fennallnak az alabbi Osszefiiggések:

a) j [ Fdr = k) j £ £ (x)dx,

2k+1

a 3)
b) ( j fEdx) € ———— J(f< (x))*dx.
2k + 1)(k')
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013
Clasa a XI-a
Barem de corectare
1.) a.) se aratd prin calcul direct cd: det (A-XI>)=x>~(TrA)X+Tdet A........ovuveeeeieeeeennn.., 3 puncte
b.) Din teorema Hamilton-Cayley rezulta A2—2A+312=Oz, de unde A2+312=2A (1)....1 punct
se aratd ca det(A™31,)=det(2A)=27detA=12 (). eeeeeeeeeeereeeeeeeeeeeeeeeeeeenn. 1 punct
din A*+1,=2(A-1,), se obtine det(A*+1,)=2det(A-12)=2%2=8 (3).wevsvreverrrerrer. 1 punct
Din (2) si (3) obtinem: 2-det(A’ +1,) —det(A* +31,)=2-8-12=4. 1 punct
2.) a.) se folosesc relatiile:
(1) det(X+Y) +det(X-Y)=2" (det X+det Y)
(2) det(X: Y)=det(Y* X )=detX" detY pentru scrierea lor.... 2 puncte
punand in relatia (1) X=AB si Y=BA si folosind (2) se obtine
(3) det (AB+BA)+det(AB-BA)=4detA" detB.........cccceeiiiiiiiieiieee, 1 punct
Din (3) si identitatea din enunt se obtine cerinta punctului @)...........cceceeeveennennen. Ipunct
b.) se foloseste relatia X2~(TrX)" X+(detX) [,=0,, oricare ar fi X,Y= M:..... ... 1 punct

in care se pune X=AB-BA si avem
(AB-BA)*-(Tr(AB-BA))(AB-BA)+det(AB-BA)[,=0, (3)
dar Tr(AB-BA)=0 si tinand seama rezultatul de la a), din (3) rezulta b). .....2 puncte

22k +2
3) L T L T 1 punct
= a Z
B> = 3 + -+ R
e P R 7= N 1 punct
7 &3
B073, A37Z, A4T B ettt ettt e et e et e eae et e eae s 1 punct
se arata prin inductie ca A= 0 e, 2 puncte
a .
2 4 2 pezultt o & EMBED Equation.3 BEE
cum aj+=2k e ettt eteetetetereeteeieeeneneneneneneteaeaeaeaeaeraaeanas 1
punct
de unde
a
£ EMBED Equation. 358 1 22 =1 |
L
punct
n+1
4.) a.) se aratd prin inductie Ca8 an= IIl  .....oitiiiiiiii e e 2 puncte
demonstrarea ca sirul este deSCreSCaAtOr. .. ...vuivutitieit ittt 1 punct
(an)n>1 strict pozitiv, deci marginit inferior,
Prin urmare sirul este CONVErgent ............ccoeoiiiiiiiiiiiiiii i, 1 punct
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n+l
b.) Inlocuim a, cu nf . Limita devine:

. . n+1 . 1
limn- ln[(n - 1)!~an] =limn-ln—— =limIn(1+—)" =Ilne=1 ......... 3 puncte
nN—o0 nN—o0 n nN—o0 n
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