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CLASA a VIII-a

1 2
> .
T+ 1T+ 7 T+ab
b) Fie x,y, z € [0,00), cu proprietatea ca 2x + 2y + 2z + zy + yz + zx = 9.
Aratati ca:

Problema 1. a) Aratati ca, daca a,b € [1,00), atunci

1 1 1 3
>

x2+2x+2+y2+2y+2+22+22+2 5

Problema 2. Fie a,b € R cu proprietatea ca |ax + b| < 1, pentru orice x € [—1,1].
a) Aratati cd |a® + ab+ 2b| < 2.
b) Aflati numerele a si b pentru care |a? + ab + 2b| = 2.

Problema 3. In interiorul cubului ABCDA’B'C' D'’ se considers piramida patrulaters
regulatd SABCD cu baza ABCD, astfel incat < ((SA'B’), (SC'D')) = 30°. Fie punctul
M pe latura A’D’ pentru care XA’ B'M = 30°.

a) Aflati unghiul dintre apotema piramidei SABCD si planul (ABC).

b) Determinati tangenta unghiului dintre planele (M AB') si (SAB).

Problema 4. Se considera numarul natural n, cu n > 2. Spunem ca numarul S
este special, daca pentru orice scriere a lui n sub forma n = ny + ny + ... + ng, cu
k,ny,ng,...,n € N sing <ng < ... < nyg, exista numerele ag,aq,...,a; € N, astfel
incat a; < ag < ...<ap Si ang + amng + ... +apng = S.

a) Ardtati cd numarul n? — 2n nu este special.

b) Aflati toate numerele speciale.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Problema 1.
1 2

> .
1+a? + 14627 1+ab

b) Fie z,y,z € [0,00) cu proprietatea cd 2x + 2y + 2z + xy + yz + zo = 9.
Aratati ca:

a) Aratati ca, dacd a,b € [1,00), atunci

w

1 1 1
= -
x2+2x+2+y2+2y+2+22—|—2z+2 5

Solutie. a) Inegalitatea este echivalenta cu (a—b)%(ab—1) > 0. Deoarece ab > 1, inegalitatea
din enunt este adevarata. .......... . ... 2p

b) Egalitatea 2z + 2y + 2z + 2y + yz + zx = 9 este echivalenta cu:

4+ Dy +D)+y+DE+D)+E+D)(@+1) =120 o, 1p
Fiea=x+1,b=y+ 1, c= z+ 1. Inegalitatea de demonstrat se rescrie
1 1 1 3
> = 1
T2 1702 1+&° 5 1)

unde numerele reale a, b, c > 1 verifica relatia ab + bc + ca = 12.

Folosind punctul a), obtinem succesiv:
1 N 1 S 2 1 n 1 < 2 , 1 N 1 < 2
= 3 = S1 = .
14+a? 1407 14ab 140 1427 14+bc ~ 142 1+4+a?7 1+4ca
Adunand membru cu membru inegalitatile precedente, deducem ca:
1 1 1 1 1 1
> 2) 2
e 1R T T e T @ 1vbe T Ttea D P
Utilizand inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica pentru numerele 1 + ab,
1+bcsil+ ca, deducem ca:
1 1 1 9 3

> - >
1—|—ab+1—|—bc+1+ca (1+ab)+(1+bc)+ (1+4+ca) 5

de unde, tinand cont de (2), obtinem inegalitatea (1), adica cerinta problemei. ........... 2p

Problema 2. Fie a,b € R cu proprietatea ca |ax + b| < 1, pentru orice x € [—1,1].
a) Ardtati ca |a® + ab+ 2b| < 2.
b) Aflati numerele a si b pentru care ’aQ + ab + 2b| = 2.

Solutie. a) Pentru x =0 in inegalitatea din enunt, rezultd ca [b] < 1. ................ 1p
Inlocuind = =1 si apoi x = —1, din ipoteza obtinem |a +b| < 1si |a — b < 1.
Asadar [2a| =|(a+b)+(a—Db)|<|a+b+]a—b <2,deci|a| <1. ...l 1p

a+b
2

+b' < 1, adica

b
Rezults ca si ¢ € [-1,1]. Ob‘ginem‘a- a’?+ab+2b| <2. ... 1p



b) Pentru a = 0, din |a® + ab + 2b| = 2 obtinem b € {—1,1}. Perechile (a,b) = (0,1) si
(a,b) = (0,—1) verifica proprietatea

(P) : |ax + b| < 1, pentru orice z € [—1,1],

deci sunt solutii ale problemei. ........ ... . 1p
Vom arata ca, pentru a # 0, nu se obtin alte solutii. Presupunem, prin absurd, ca exista o

pereche (a,b) de numere reale, cu proprietatea (P), astfel incat a # 0 si |a2 +ab + Qb‘ =2.
Consideram functia de gradul intai f : R — R, f(z) = ax + b. Egalitatea ‘aQ + ab+ 2b‘ =2

b
este echivalenta cu |f (a—;— ) ‘ = 1. Proprietatea (P) se rescrie:

|f(z)| <1, pentru orice z € [—1,1].

Singurele valori ale lui « pentru care este posibil ca |f(z)| = 1 sunt x = 1 si x = —1, deci
a+b a+b
este necesar fie ca =1, fie ca = =l 2p
In prima situatie, obtinem a = b = 1, iar in cea de-a doua, deducem a = b = —1.

Cu aceste valori ale lui a si b, proprietatea din enunt devine
|z + 1| < 1, pentru orice x € [—1,1],

ceea ce este absurd, deoarece afirmatia precedenta este falsa (un contraexemplu este x = 1).
Ca urmare, presupunerea facuta este falsa, deci problema nu are solutii (a,b), cu a # 0. 1p

Problema 3. In interiorul cubului ABCDA'B'C'D' se considerd piramida patrulaterd
requlatd SABCD cu baza ABCD, astfel incat <((SA'B'), (SC'D')) = 30°. Fie punctul M pe
latura A'D’ pentru care <A'B'M = 30°.

a) Aflati unghiul dintre apotema piramidei SABCD si planul (ABC).

b) Determinati tangenta unghiului dintre planele (M AB') si (SAB).

Solutie.




a) Intersectia dintre suprafata cubului si planul paralel cu (AA’ D’ D) care contine punc-
tul S este patratul UU'V'V, unde U € AB si V € CD. Evident, <((SA'B'), (SC'D’)) =
¥ (U’S,V'S), in consecintd <U’'SV’ = 30° sau <U’SV’ = 150°. Punctul S se afld in interiorul
patratului UU'V'V, deci <U’'SV’ este interior cercului circumscris patratului. Asadar obtinem

<U'SV' > %U’V’ = 45° > 30°, de unde rezulta ca SU'SV' =150°. ................oo... 1p

Se aratd usor ca triunghiul USV este echilateral (alegem punctul S in interiorul patratului
UU'V'V, astfel incat triunghiul UV'S’ sa fie echilateral, si se aratd ca punctele S si S’ coincid),
in consecinta <I(SU, (ABCD)) =ISUV =60, o 1p

b) Cum triunghiurile M A’A si M A’B’ sunt congruente (C.C.), deducem c&d <M AA" = 30°,
deci SMAD = 60°. Asadar <(MA, (ABCD)) = «(SU, (ABCD)) = 60°.

Rezultd ca SU || MA, deci SU || (MAB'). ..o 1p
Asadar dreapta de intersectie a planelor (M AB') si (SAB) este paraleld cu SU si trece prin A,
adicd (MAB')N(SAB) = MA. ... . 1p

Fie T € AM, astfel incat B'T 1| AM.

Deoarece AB C (SAB) si AB L AM, rezultd c& <((MAB'), (SAB)) = <(B'T, AB). Cum
A'B' || AB, rezultd ci < ((MAB'), (SAB)) = <(BT,A'B") = <A'B'T. .................. 1p
av/b
Ta

unde a reprezinta latura cubului. Din triunghiul dreptunghic TA'B’, cu <TA'B’ = 90°,

Egaland aria triunghiului isoscel M AB’ scrisd in functie de doua baze, rezultd B'T =

a AT 1
deducem A'T = —, iar tg(AXA B/T) = —— = —. . 2
2’ 8 ) =5 =3 P
Problema 4. Se considera numadrul naturaln, cun > 2. Spunem cd numdarul S este special,
dacd pentru orice scriere a lui n sub forma n=mn1+ns+...+ng, cu k,ni,ng,...,ni € N*
sing < ng < ... < ng, ewista numerele ay,az,...,ar € N, astfel incat a1 < az < ... < ap §t

ainy +asno + ... +apng = S.
a) Ardtati cd numdrul n? — 2n nu este special.
b) Aflati toate numerele speciale.

Solutie. a) Presupunem ci numarul n? — 2n este special. Deoarece n = 1 + (n — 1), ciutam

a,beN, cua<b, astfelincat n2 —2n=a-1+b(n —1). ..o, 1p
Cum a < b, rezultd cd n? —2n = a+b(n —1) < b+ b(n — 1) = bn, deci b > n — 2, adici
B 1 1p
In consecinti, n?> —2n=a+b(n —1) > b(n —1) > (n —1)> =n? — 2n + 1, fals.
Asadar numirul n? — 2n nu este SPecial. ... ...l 1p

b) Daca S este un numar special, atunci pentru scrierea n = n exista a € N, astfel incat
S =an, deci S este un multiplu al lui m. ... 1p

Fie S =t-n,cut € N. Pentru k = 2, ny =1 si ng =n—1, numarul n se scrien = 1+ (n—1),
si existd aj,a2 € N, cu a1 < ag, astfel incat S =¢-n = a1 +az(n — 1) < ag + az(n — 1) = nas.
Rezulta ca ag > t, deci ag >t + 1.

Dint-n=a;+a2(n—1) >ay(n—1)> (t+1)(n—1),obtinem ¢t >n—1. ............ 1p

Aratam ca pentru orice p € N, cu p > n — 1, numarul S, = pn este special.

Fie k € N* si ny,n9,...,np € N*, ny <ng < ... < ny, astfel incat n =ny +ng + ... + ng.
Avem:

Sn_lznz—n: (nl—i—ng—l—...—l—nk)Q—(n1+n2+...+nk) :nl(n1—1)+n2(2n1+n2—1)+
+n3(2n1 +2n2 +n3 — 1) + ...+ ng(2n1 + 2n2 + ..+ 2ngg + 0y — 1)



Numerele naturale a1 =ni;—1, as =2n1+ns—1, ..., ap =2n1+2ns+...+2np_1+np—1

sunt astfel incat 0 <a; <ag <...<agsi Sp—1 =aini+ano+...+apng. ..o 1p
Pentrup > n—1, scriem pn = n(n—14+p—n+1) = n(n—1)+n(p—n+1) = Sp_1+n(p—n+1).
Cu numerele ay,as, ..., a alese anterior, deducem ca:

Sp=pn=ain +ame+...+agni+ (ni+na+...+n)(p—k+1),

deci Sp=(a1+p—k+1)-ni+(ax+p—k+1)-na+...+ (ax+p—k+1) n.

Pentru Aj=a1+p—n+1,A2=as+p—n+1,..., Ay =ar+p—n+1, obtinem
0<A <Ay <... <A si Sp:A1n1+a2n2+...+aknk.

Asadar, pentru orice p € N, cu p > n — 1, numerele S, = pn sunt speciale. ............ 1p
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