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CLASA A XII-A
Problema 1

. . x—148inx —cosx T
Fie functia f:[0,4+00) > R, f(x)= —+——— . Determinati primitiva F:[0,4+0) >R a
x+e™ +sinx

functiei /', stiind ca F(O) =l

Problema 2
Pe intervalul G, =(a,+») cu a € R, se defineste legea de compozitie * : G, xG, — G, prin
x*y=xy—ax—ay+a’ +a.

a) Demonstrati ca (G,, *) este grup abelian.

b) Demonstrati ca oricare ar fi numarul real a, grupul (Ga,*) este izomorf cu grupul (R+ ) al

numerelor reale pozitive in raport cu inmultirea.

. *
¢) Calculati x; =x*x*.*x,neN .
] %/_/

n ori

Problema 3

Fie (G,-) un grup finit cu nelemente, n e N,n>2 . Daca functiile f,:G —>G ,

f(x)=x"ke{l,2,...,n—1} sunt automorfisme ale grupului (G,-), demonstrati ¢ » este numar prim.

Problema 4

Determinati functiile derivabile f :[O, 1] — R care Indeplinesc simultan urmatoarele conditii:
(1) derivata f'este continud si 0 < f’(x) <1, oricare ar fi x € [0,1] :

2) f(0)=0
$i ﬂ
£

~

(3) pentru o primitivd  F a functiei f* cu F(0)=0,avem F(1)=

Nota: Timp de lucru: 3 ore. Pentru fiecare problemd se acordd de la 0 la 7 puncte .
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BAREM
Problema 1 Fie functia 7:[0,4+0) > R, f(x)= x~1+xleg5x—c.osx .
x+e + sin x
Determinati primitiva F:[0,+o0) - R a functiei /', stiind ca F'(0) =1,
Problema 1 Solutie si barem
x+2015 . x+2015
X+e +sinx—1-e — GOS8’ %
F(x)= TG = ssissnnisisinsminmmesmammmunsiesmmsmmsssmsmsmen somuwas srsntes 1
® J x+e £ sinx P
1= 215 _ 0o, x+e" " 4 sinx)
= j(l_ S e+ C = || 1—( e ) v+ C =
x+e" T +sinx x+e" T +sinx
:x—ln(x+e"'+2°li+sinx)+C .................................................................................................... 4p

Din F(0)=1 rezultd c& C =2016. Prin urmare F(x)=x—ln(x+e"*" +sinx)+2016.....2p

Problema 2 Pe intervalul G, = (a, +oo) cu a € R, se defineste legea de compozitie
*:G,xG, —>G, prin x*y=xy—ax—ay+a’ +a.

a) Demonstrati ca (G,,*)este grup abelian.

b) Demonstrati cd oricare ar fi numarul real a, grupul (Ga, *) este izomorf cu grupul (]Ri+ ) al

numerelor reale pozitive in raport cu inmultirea.

¢) Calculati x/ =x*x*..*x,neN .
%f_/

n ori

Problema 2 Solutie si barem

2) Se verifich AXIONIE1E GIUPWIUL .o i s summacs s sssssamsmmns e s s s snmmnn s s o s s wucsioos o5 s o s sosisoss o 4 # 5 asasemm momssmran 3p
b) Se aratd cd functia f:G, - G, definitd de f(x) = x—a este izomorfism de grupuri................... 2p
C) x*y—a=xy—ax—ay+a’ +a-a z(x—a)-(y—a)pentru orice X, Y € G, oovveveriiiieie Ip
Se aratd prin inductie ¢ X! =a+(x—a)" , VR EN ..o Ip
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Problema 3 Fie (G, ) un grup finit cu nelemente, ne N,n>2 . Daca functiile f,:G > G ,
f(x)=x"ke{l,2,..,n-1} sunt automorfisme ale grupului (G,-), demonstrati ca n este numar

prim.
Problema 3 Solutie si barem

Fie pprim cu p|n(existd deoarece neste mai mare decét 2). Prin urmare exista x € G astfel incat

Problema 4 Determinati functiile derivabile f :[0,1] — R care indeplinesc simultan urmatoarele
conditii:

(1) derivata f”este continua si 0< f'(x)<1, oricare ar fi x €[0,1];

(2) f(O)zO sl

R0}

(3) pentru o primitiva  F a functiei /* cu F(0)=0,avem F(1)=
J

Problema 4 Solutie si barem

Fie functia g:[O,l] — R definita prin g(x) = f* (x) - f’(x)f2 (x) si G o primitiva a functiei g cu

G(0)=0, G(x)=F(x)—§f3(x) .................................................................................... 2p
Se verifica faptul ¢ functia G este crescatoare pe intervalul [0,1] .....ccccccooviionncniicrcrirriiiiiccciin, Ip

Din relatia 0= F(l)—% £ ()2 F(x)—2 £ (x)20,¥x €[0,1] rezultd c& F (x) =~ £* (x) pentru orice
BT, ] a5 R s oottt 2p

Deoarece f(x)>0,x#Orezultaca f°(x)=f"(x)-f*(x)= f'(x)=1Vxe(0,1]. oo Ip

Prin urmare f'(x) = x+c¢, iar din conditia (2) rezultd ¢& ¢ =0 ..ooooovvviiivirsirirsssssssercrninnn Ip

Notd: Orice altd solutie corecti sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzdtor.
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