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Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala — Vaslui, 15 februarie 2015
Clasa a IX-a

Problema 1. Demonstrati, ca pentru orice numar natural nenul n, are loc inegalitatea:

\/n+1+\/n+2+ +\/2n+2< 1 N 1 i 1
n+2  n+3  2n+3  n+3 n+ds T 2n+4d

o . . . . o 2 .

Problema 2. Si se determine numerele irationale x, cu proprietatea ca numerele X ™+x si
2 A .
x*+2x% sunt intregi.

Gazeta Matematica

Problema 3. Se noteaza cu O, si O, mijloacele diagonalelor [AC], respectiv [BD] ale

patrulaterului convex ABCD .
(i) Sase arate ca 0,0, _AD-BC

(ii) Sa se arate ci daca AD + CB=3-0,0, , atunci ABCD este paralelogram.

Problema 4. Sa se determine numerele reale x, care verifica relatia:

|[x—a]|+[ |x—a| ]=1, unde a este un parametru real.

( S-anotat [f] partea Intreagd a numarului real t.)

Nota. Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.



Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala — Vaslui, 15 februarie 2015

Solutii si bareme orientative — Clasa a [X-a

Problema 1. Demonstrati, ca pentru orice numar natural nenul n, are loc inegalitatea:

\/n+1+\/n+2+ +\/2n+2< 1 1 1

+ +...+ .
n+2  n+3 2n+3  n+3 Jn+4 2n+4

\/n+1: Vn+1 < Vn+1 _ Vn+1 _ 1
n+2  Jm+2? Jm+2P -1 J@+Dn+3) Jn+3

Solutie. Avem

Analog se arata ca fiecare termen din membrul stang este mai mic decat termenul
corespunzator din membrul drept..........c.ooiiiiii i 2p)

Adunand aceste inegalitati obtinem inegalitatea Ceruta............cocvvvrierienieenieerieeneeeeenn, 2p)

o . .. . o 2 .
Problema 2. Sa se determine numerele irationale X, cu proprietatea ca numerele x™+x si
x*+2x* sunt intregi.

Gazeta Matematica

Solutie.
Fie a=x*+x, ae Z .Avem x°+2x’=x*(x+2)=(a-x)(x+2) = -x*+(a-2)x+2a=(a-1)x +a (1). ............ (3p)
Cum x’ +2x7, a, a-1 sunt numere intregi, iar x este irational, obtinem a-1=0=>a=1............ 2p)
Inlocuind in relatia (1) obtinem ecuatia : x> + X —1=0........ccceeeiiiiiiiieeeeeiiiiiieeeeeeiiiina, (1p)

Rezolvand ecuatia obtinem x € { } si ambele convin pentru ca sunt numere irationale si

verifica proprietatea datd............o.iiiiiiii e (1p)



Problema 3. Se noteaza cu O, si 0, mijloacele diagonalelor [AC], respectiv [BD] ale

patrulaterului convex ABCD .

(i) Sdse arate ca 0,0, = AD - BC

(ii) Sa se arate ci daca AD + CB=3-0,0, , atunci ABCD este paralelogram.

Solutie. a) Fie O un punct oarecare in plan . Atunci,

0B+0D 0d+oc_(0D-0i)-(0C-08) 5 pc

0,0, =00, -00, = B (.
142 2 1 5 5 5 5 (4p)
b) Relatia 4D + CB=3-0,0, se scrie AD—BC=3-0,0, , adici 2-0,0, =3-0,0, .
Se obtine 0,0, =0 = 0, =0, = ABCD este paralelogram.....................ccceeeerrvvennn... 3p)
Problema 4. Sa se determine numerele reale x, care verifica relatia:
‘ [x-a] ‘ +[ |x—a } =1, unde a este un parametru real.
( S-anotat [f] partea Intreagda a numarului real t.)

Solutie.

Notdm y =x—a si cum ‘[y]‘ >0= [|y|] e{0,1} ... (2p)

Daca [|y|] =0=[y|€[0,1)= y e(~1,1) si cum, din ecuatie,

[y]‘ =1« [y] =41, avem solutia

Daca [|y|]=1=|y| €[L,2) = y € (-2, -1]U[1, 2) si cum, din ecuaie

‘[y]‘ =0& [y] =0 ye [0, 1) in acest caz nu existd solugie..............oevviiiiiiiiiiiinn, 2p)

In concluzie x € (a -1, a) ....................................................................... (1p)



