Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
16 februarie 2013

Clasa a VIII-a

Problema 1. Sa se demonstreze ca:

a) V114642 —3-2-42¢N.

1 19

1 1
b) + +...+ < —.
2 1+142 3.2+2-3 100-499 +99-/100 20

c) \/x2—8-x+25 +\/4-x2+12-x+25 > 7, pentru orice x€ R.

Romeo Zamfir, profesor, Galati

Problema 2. Se considerd rombul ABCD cu AB=8cm si m(<«A)=60". Pe planul rombului

ABCD , in punctul A, se ridica perpendiculara MA cu MA=6cm.
a) Sa se calculeze distanta dintre punctele M si D .

b) Sa se calculeze distanta de la A la planul (MBD) .

¢) Sa se calculeze distanta de la M 1la dreapta BC .

Romeo Zamfir, profesor, Galati

Problema 3. Fie a, b > 0. Sa se demonstreze inegalitatile:
a). (a’+1)-(0* +1)2(a*-b+1)-(b*-a+1).
b). a*-b’+12a-b-(a+b),pentrua,b>1saua,b<1.

Vasile Popa, profesor, Galati

Problema 4. Fie ABCDA’B’C’'D’ o prismi patrulatera dreapti, cu bazele patrate, in care
AA’ = AB \/5 si M, N, O sunt, respectiv, mijloacele segmentelor [BB'], [DD'], [BD].

a). Si se demonstreze ci A'B L (AMD) .

b). Daca {G} =A'0nN (AMN ) , sa se demonstreze ca punctul G este centrul de greutate

atat pentru triunghiul AMN cét si pentru triunghiul A’BD .
¢). Sa se demonstreze ca dreapta de intersectie a planelor (AMD) si (ANB ) este

perpendiculard pe planul (A'BD) .

Problema selectata de
Ioana Lefteriu, profesor, Galati
G.M.nr.10, 2012
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Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolviri partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a) Prin calcul deducem ca 3p
114642 —A3-2V2 =\942.3: 212222 1+1=
2 2 2
=\/3>2 +2:3:42+(+2) —\/(\5) —2. 21412 =\/(3+\/§) —\/(ﬁ—l
=3+42-(V2-1)=4eN.
Altfel, se poate folosi formula radicalilor dubli (compusi):
[ 2 [ 2
a+~b = \/a+ ; b i\/a ; b (se aplica numai daca a’ -b=>0)
2p

1 1 1
b).Notam S = + +...+ .
) 2. 1+1:42 32423 100-/99 +99./100
Observam ca termenii sumei sunt de forma
1 ~ (k+1) Nk —k-k+1 B
(k+1)-k +k-~k+1 [(k+1)-\/%+k~x/k+l]-[(k+l)-\/E—k~\/k+1}

(k+1)-Nk =k Nk+1 _ (k+1)Nk=k-Nk+1 _(k+1)k=k-Vk+1

=(k+1)2-k—k2-(k+1)_ k- (k+1)-(k+1-k) k-(k+1)

U U S B
ko (k+1) Jk ka1

1

11
(k+1)~\/%+k-\/k+1 "k ke

1 1 1 1 1 1 1 1 1

, pentru orice k e N*.

Prin urmare, S = \/, f f \/5 ﬁ_ﬁ+"'+ﬁ_m: _E_

ceea ce trebuia demonstrat.




c).

228 x4 25 44 41205425 =224 x4 42 19 4 (2x)P 42-(20x) 3432 +16 =

z\/(2-x)2+2-(2-x)-3+32 +16 =
J=4) 19+ (2:x+3) +16 > 049 +0+16 =7,(V) x e R

Precizam ca avem inegalitate strictd deoarece expresiile x—4 si 2-x+3 nu
simultan, pentru orice x e R.

1p

1p

a) Din triunghiul MAD (m (<MAD) = 90°)

obtinem cu teorema lui Pitagora ca MD =10 cm.

1p

b) Notdm cu O intersectia diagonalelor rombului [4C] si [BD].

Deoarece ABCD este romb, deducem ¢a AC L BD . Deci, MA 1 (ABCD)

si AC 1 BD, de unde, folosind teorema celor trei perpendiculare obtinem

AB -3

2

ca MO L BD.Avemca AO = =4.3 si din triunghiul

AMOA (m («<MA0) = 90°) obtinem cu teorema lui Pitagora ca

MO =84 cm=2-y21 cm.

Din MO L BD si AO L BD obtinem BD 1 (MAO), deci

(MOA) L(MBD) . Ducem AE L MO, E € MO si din relatiile
(MOA)N(MBD) =MO, (MOA) L. (MBD), deducem ca AE L (MBD), de
unde obtinem ca distanta de la M la planul (MBD) este egald cu lungimea

segmentului [4AE]. Din triunghiul AMOA (m (xMA0) = 90°) deducem ci

_MA-A0 _6-43 12 1247

AE

MO 221 71 7

2p




¢) Ducem AN L BC, N € BC. Avem ci MA L (ABCD) si

AN 1 BC, de unde obtinem, folosind teorema celor trei perpendiculare, ca

MN 1 BC. Deci, distanta de la M la BC este egala cu lungimea

Ip
segmentului [MN ] Deoarece triunghiul A4ABD este echilateral deducem
cd AM =4:+3 . Din triunghiul AMAN (m(<MAN)=90") obinem cu
teorema lui Pitagora cd MN = 2421 cem. 2p
a).
(a3+1)-(b3+1)2(a2-b+1)-(b2-a+1)c>
a-b+a+b +12a b’ +a> b+b’a+le 1p
a+b’>a* b+b’-as
(a+b)-(a2—a-b+b2)2a-b-(a+b)<:>a2—a-b+b2Za-b@ Ip
(a—b) >0(4) tp
b).
a-b +12a-b-(a+b)c;>a3-b3+12c12-17+c1-b2 =
a-b’+1-a*-b-a-b>>0 Ip
az-b-(a-bz—1)—(a-b2—1)20c>
(a-6*~1)-(a*-b-1)20. Ip
Incazul a,b21= a*-b21, a-b* 21=> (a*-b-1)-(a-b> ~1) 2 0(4). Ip
Incazul a,b<1=a*-b<1, a-b> <1=(a’-b-1)-(a-b*~1)2 0(4). 1p




a)
Fie ABNAM={E|

MB|| A4’ = s AA'E ~aMBE = MB _ME _BE _1
A EA EA 2
2
sABM (m(£ABM)=90")= AM* = d’ +2%:> AM =§;

sAA'B(m(£A'4B)=90")= A'B=a3
1

ME _ AM_3:>AE:a\£;

EA 2 AE 2 3
1

BE BE _1_ p._a\3,
- -

EA 2 BA 3

AE? =6a2
9
BE2:£
9

AE? =%
9

BE’® :E
9

AB* =a*

=
)
~

A'B L AM.

U1

DA L (AA'B'B)
= DA 1 A'B;
A'Bc (AA'B'B)

DA 1 A'B
A'B L AM

DANAM ={ A}

= A'B L (AMD).




b)

A'O < (A'BD);

A'BNAM ={E}

A'DNAN ={F}
RITH.

AE 2 AF"%
===2"_ = EF| BD| MN;
EB 1 FD

arA'BD: A'O este mediana
AONEF ={G};
AE 2 AG
= —= -
EB 1 GO
G este centrul de greutate al triunghiului 2 A'BD.

}:(A'BD)m(AMN):EF

GE||OB =

Fie A'C'"B'D'={0'}
00'"MN ={0"}
AO"NEF ={G'}

TFA
S

GElom o AE _AG _ GE 2

= = ===
AM  AO" O'M 3
G’ este centrul de greutate al triunghiuluia ANM.
GE 2 GE 2
=

oM 3

OB 3| GE GE

- —=—=>

GE 2 OB OB
Dar —=—
OB 3

GE=GE,G,G'€[EF|=G=G"

Asadar, cele doua triunghiuri au acelasi centru de greutate.

1p




c).

(44'D'D)||(BB'C'C)
(AMD)(BB'C'C)=MT,T € CC't = MT || AD;
(AMD)N(AA'D'D)= AD

Mriab- }: [cr]=[7C].

[BM]=[MB]

(AA'B'B)||(DD'C'C)
(ANB)(DD'C'C)=NT,T e CC'; = NT || 4B;
(ANB)(AA'B'B)= AB

(AMTD)N(ANTB) = AT;
A'B 1L (AMTD)

= AT L A'B;
AT < (AMTD)

DB 1 AC
DB LTC = DB 1 (TAC);
ACNTC ={C}

DB 1 (TAC)

= T4 1 DB;
TAc(TAC)}

AT L A'B
TA 1 DB = AT 1L (A'BD).
A'BNDB ={B}

Ip






