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OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 14. 02. 2015

Clasa a X � a

PROBLEMA 1. S¼a se determine funçtia f : (0;+1)! R cu proprietatea:

f
� x

2015

�
� log2015 x � f (x)� 1; 8 x 2 (0;+1):

PROBLEMA 2. a) Exist¼a numere ira̧tionale a şi b pentru care ab este num¼ar natural ?

b) Un elev scrie pe tabl¼a numerele 729; 15625; 343; 1331: La pasul 1 şterge cele patru numere şi

în locul �ec¼aruia scrie media geometric¼a a celorlalte trei numere. La pasul 2 aplic¼a pasul 1 pentru

numerele astfel ob̧tinute. Continu¼a în acelaşi mod scrierea numerelor.

i) Ce numere a ob̧tinut dup¼a primul pas?

ii) Este posibil ca dup¼a un num¼ar �nit de paşi s¼a scrie pe tabl¼a numerele 847; 567; 297; 8019 ?

PROBLEMA 3. Fie numerele a; b 2 Z şi z 2 C; astfel încât z2 � z + 5 = 0: S¼a se arate c¼a

(z � 1)a � (z + 4)b = 0

dac¼a şi numai dac¼a exist¼a un num¼ar n 2 Z; astfel încât a = 4n şi b = 2n:

PROBLEMA 4. S¼a se arate c¼a, dac¼a a; b; c 2 C; jaj = jbj = jcj = 1 şi ja+ bj2+jb+ cj2+jc+ aj2 =
4; atunci triunghiul ABC ale c¼arui vârfuri sunt punctele de a�xe a; b şi c este dreptunghic.

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 14. 02. 2015

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

PROBLEMA 1.

(2p) Înlocuim în rela̧tia dat¼a pe x; cu 2015 � x

(2p) şi ob̧tinem f (x) � 1 + log2015 x

(2p) Dar f (x) � 1 + log2015 x

(1p) Aşadar, f (x) = 1 + log2015 x

PROBLEMA 2.

(2p) a) De exemmplu, �e a =
p
2 2 RrQ şi b = logp2 3 2 RrQ

(1p) Se veri�c¼a ab = 3 2 N

(1p) b) Dup¼a pasul 1 se ob̧tin numerele 1925; 693; 2475; 1575:

(2p) Dac¼a dup¼a pasul k; pe tabl¼a sunt scrise numerele a; b; c şi d; atunci la pasul k + 1 numerele

devin 3
p
bcd; 3

p
acd; 3

p
abd; 3

p
abc: Se observ¼a c¼a 3

p
bcd � 3

p
acd � 3

p
abd � 3

p
abc = abcd; adic¼a dup¼a

�ecare pas, produsul numerelor de pe tabl¼a este acelaşi.

(1p) Produsul numerelor ini̧tiale se termin¼a în 5, iar produsul numerelor 847; 567; 297 şi 8019

se termin¼a în 7. În concluzie, nu este posibil ca dup¼a un num¼ar �nit de paşi, s¼a �e scrise pe

tabl¼a aceste numere.

PROBLEMA 3.

(1p) Din z2 � z + 5 = 0 avem (z � 1)2 = �(z + 4)

(3p) Dac¼a exist¼a un num¼ar n 2 Z; astfel încât a = 4n şi b = 2n; atunci

(z � 1)2 = �(z + 4)) ((z � 1)2)2n = (�(z + 4))2n ) (z � 1)a � (z + 4)b = 0

(3p) Dac¼a (z � 1)a = (z + 4)b; atunci

(z � 1)2 = �(z + 4)) (z � 1)2b = (�1)b � (z + 4)b ) (z � 1)2b = (�1)b � (z � 1)a

de unde, a = 4n şi b = 2n pentru un num¼ar n 2 Z:



PROBLEMA 4.

(1p) Avem ja+ bj2 = (a+ b)
�
a+ b

�
= 2 + ab+ ab

(1p) şi AB2 = jb� aj2 = (b� a)
�
b� a

�
= 2�

�
ab+ ab

�
(1p) de unde, ja+ bj2 = 4� AB2

Analog, jb+ cj2 = 4�BC2 şi jc+ aj2 = 4� AC2

(1p) Rela̧tia dat¼a devine: 4� AB2 + 4�BC2 + 4� AC2 = 4, AB2 +BC2 + AC2 = 8

(1p) Din teorema sinusurilor rezult¼a c¼a sin2A+ sin2B + sin2C = 2

(2p) sau echivalent, 1 + cos 2A+ cos 2B + cos 2C = 0, cosA � cosB � cosC = 0;

adic¼a triunghiul �ABC este dreptunghic.

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


