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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 14.02. 2015
Clasa a X — a

PROBLEMA 1. S& se determine functia f : (0,400) — R cu proprietatea:

x
I < < — Q).
f (2015) <logypsx < f(z)—1, Ve (0,+0)

PROBLEMA 2. a) Existd numere irationale a si b pentru care a® este numar natural ?

b) Un elev scrie pe tabld numerele 729, 15625, 343, 1331. La pasul 1 sterge cele patru numere si
in locul fiecaruia scrie media geometrica a celorlalte trei numere. La pasul 2 aplica pasul 1 pentru

numerele astfel obtinute. Continua in acelagi mod scrierea numerelor.

i) Ce numere a obtinut dupa primul pas?
ii) Este posibil ca dupd un numar finit de pagi s scrie pe tabla numerele 847, 567, 297, 8019 7
PROBLEMA 3. Fie numerele a,b € Z si z € C, astfel incat 22 — z +5 = 0. Si se arate ci
(z—1)"—(24+4)"=0
daca si numai daca exista un numar n € Z, astfel incat a = 4n gi b = 2n.

PROBLEMA 4. Si se arate c&, dacia,b,c € C, |a| = |b] = |¢| = 1si|a+ b*+|b + ¢/ +|c + af” =

4, atunci triunghiul ABC ale carui varfuri sunt punctele de afixe a, b si ¢ este dreptunghic.

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 14.02. 2015
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X — a

PROBLEMA 1.

Inlocuim in relatia datg pe z, cu 2015 -
si obtinem f () <1+ logyy s
Dar f (z) > 1+ logygs @

Asadar, f () =1+ 1ogyys ©

PROBLEMA 2.

a) De exemmplu, ﬁea:\@eR\Q@b:logﬁ?)eR\Q
Se verifics a® =3 € N
b) Dupa pasul 1 se obtin numerele 1925, 693, 2475, 1575.

Daca dupa pasul k, pe tabla sunt scrise numerele a, b, ¢ si d, atunci la pasul k£ 4+ 1 numerele
devin v/bed, v acd, v/ abd, v/ abe. Se observa ca vbed - vVacd - v abd - v abe = abed, adica dupi

fiecare pas, produsul numerelor de pe tabla este acelasi.

Produsul numerelor initiale se termina in 5, iar produsul numerelor 847, 567, 297 si 8019
se termind in 7. In concluzie, nu este posibil ca dupd un numér finit de pasi, s& fie scrise pe
tabla aceste numere.

PROBLEMA 3.
Din 22 —z+5=0avem (z —1)> = —(2 + 4)
Daca exista un numar n € Z, astfel incat a = 4n si b = 2n, atunci
(z=1)=—=(z+4) = (- 1) = (=(z+4)" = (z = 1)* = (: +4)" =0
Daci (z — 1)% = (2 + 4)°, atunci

(z—12=—(z44)=(:z-1D)?=(-1)" - z4+4)"'= (z-1)?=(-1)" (z = 1)°

de unde, a = 4n si b = 2n pentru un numar n € 7Z.
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PROBLEMA 4.
Avem |a + b]*> = (a + b) (@+b) =2+ab+ab
siAB?2=|b—al’>=(b—a)(b—a)=2— (ab+ab)

de unde, |a + b|* = 4 — AB?
Analog, [b+¢|* =4 — BC?si |c+al* =4 — AC?

Relatia datd devine: 4 — AB? +4 — BC?* +4 - AC? =4 & AB? + BC? + AC* =38
Din teorema sinusurilor rezultd cd sin? A + sin? B + sin?C' = 2

sau echivalent, 1 4+ cos2A 4 cos2B + cos2C =0 < cos A - cos B - cos C' = 0,

adica triunghiul AABC este dreptunghic.

IFiecare corector acords un numdar intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.



