Inspectoratul Scolar Judetean
Harghita

Olimpiada de matematica — clasa a Vll-a
ctapa zonala — 27 februarie 2016
Varianta 1

. : . 5 . A . : 1 . .
1. Cinci frati au impreuna 79 ani. Varsta primului este - din varsta

ultimului, iar % din varsta celui de-al doilea este % din varsta ultimului.

Daca marim cu 17 ani varsta primului, atunci media aritmeticd a varstelor
primilor trei frati este egala cu varsta celui de-al patrulea, iar dublul varstei
acestuia intrece cu 6 ani varsta ultimului. Aflati varstele celor 5 frati.

2. Sa se demonstreze ca: £+£+ 12+...+ n(n+1) <E, neN".
3 5 7 2n+1 2
3. Rezolvati ecuatia: X+4+XL5+...+X+98+X+99:25-3
6 99 100

4. Fie ABC un triunghi echilateral si fie D € BC astfel incat (DC)=(BC)),
respectiv E € AC astfel incat (AE)=(AC).Daca DE ~AB={F} aratati ca:
a) AB=3AF
b) DAF este triunghi dreptunghic.

5. Fie ABCD un patrat in care s-a notat cu O intersectia diagonalelor.
Construim patratul OEFG  congruent cu patratul ABCD astfel incat
B € (AE)

a) Demonstrati ca punctele B,C,G sunt coliniare!

b) Determinati masurile unghiurilor triunghiului BEO.

c) Dacd OE nBC ={K} aratati ca CG-KG =0E-KE.
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1. Avem 3 cutii cu bile: in prima 3 bile galbene, in a doua 3 bile verzi,
iar in a treia 3 bile albastre. Din prima cutie scoatem 3 bile, dintre
care o bild punem intr-o alti cutie si 2 bile in cealaltd cutie. In
continuare scoatem 3 bile din cea de a doua cutie, si la fel punem o
bila Intr-o altd cutie si 2 bile in cealalta cutie. Continudm procedeul
cu cutia a treia, apoi incepem din nou. Cum putem obtine ca in final
sd avem 3 bile albastre in prima, 3 bile galbene in a doua, respectiv 3
bile verzi in a treia cutie?

2. Sa se determine acele numere rationale pozitive, care satisfac
simultan urmatoarele conditii:

(i) a+b+c=77;

(il (a+4)*+4 _ (b+6)*+9 _ (c+12)* +36
8 18 72 '

3. In triunghiul ABC m(A)=30° si [AB]=[AC]. Fie B' simetricul
puctului B fata de dreapta AC, C' simetricul puctului B' fata de
dreapta AB, iar A' simetricul puctului C' fata de dreapta BC. Fie
AC(B'C'={E}. Sa se demonstreze, ca:

a) triunghiurile ABB' si ABC' sunt echilaterale si congruente;
b) ACC' si ABC' sunt triunghiuri dreptunghice, isoscele si
congruente;
¢) triunghiul A'C'C este echilateral;
d) A", B si E sunt puncte coliniare;
e) A', C es B’ sunt puncte coliniare.
4. In dreptunghiul ABCD AB=2.BC, E este mijlocul segmentului

[AB], F €[DC] astfel ca E—gzé Se stie ca AC =20 cm.

a) Aratati, ca AC L EF.
b)Calculati aria patrulaterului AECF.
c) Cat este aria dreptunghiului ABCD?
Varianta 1



. . . - . . . 1 . . Rezolvare
1. Cinci frati au impreuna 79 ani. Varsta primului este - din varsta

X+4 X+5 X+98 x+99 x 4 x 5 X 98 x 99
) 1 . ) 1 .. . + +.t+ + =t —t =t —t—F—F——=
ultimului, iar > din varsta celui de-al doilea este " din varsta 5 6 99 100 5 5 6 6 99 99 100 100
wltimului. Dacd mérim cu 17 ani virsa primului, atunci media X ..... X xx1 ................. 1 ............ 1 .........................................
aritmeticd a vdrstelor primilor trei frati este egala cu varsta celui de-al =—4—+...—F+—+1——+1l——+ . +l—-—+1———= e
patrulea, iar dublul varstei acestuia intrece cu 6 ani varsta ultimului. 5 6 99 100 5 6 99 100
Aflagi varstele celor 5 frafi. :x-(1+1+. i+ij+(1+1+ 41+ - (1 1+...i+ij=96 ..........
5 6 99 100 5 6 99 100
Rezolvare %
Fiea, b, ¢, d, e varstele celor cinci frati. :>x-(1+1+...i+ij (1+1+...i+ij=0 .........................................
AHFDHCHAFE=T9 (1) e ) 5.5..9 911%0 5 6 99 100
T X L et sttt et s
w:d:a+17+b+c:3d (2) weveeeeseeeee e eee et ip
2d-6-¢ (3) 4. Fie ABC un tyiynghi echilateral si fie DeBC astfel Tncat
inlocuind relatiile (2) si (3) in (1) se obtine (DCY=(BCY), rgspectlv E € AC astfel incat (AE) =(AC). Daca
30 +0 +20 =6 =96 =60 =102=>0 =17 ...ooooooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesessseeseoeseeeeeeeeeeeeeseeesse s DE 0 AB ={F} garaji ca:
—e=28 a)AB3AF1 p
1 1 b) DAF este triunghi dreptunghic
Din a:7e §i§b=Ze rezultd @=4,0=14,C =106 ....coorrirereeeeeee e 3p
Rezolvare
2.Sdsedemonstrezecd:£+ﬁ+£+... ‘n(n+1 E
3 5 7 2n+1
Rezolvare
£+@+J1_2+ +w/n(n+1) _\/1-2+\/2-3+\/3-4+ +1/n-(n+1) E
3 E R Y] 112 7203 T Bra T g s
A
Folosind inegalitatea mediilor ath >\ab & @ < e
2 a+b 2 P
se obtine
‘1'2+ ‘2'3+ “3'4+...+—“n'(n+1)<1+1+£ + =n-E ...............................................................
1+2 2+3 3+4 n+(n+l) 2 2 2 2
B C D

X+4 XxX+5 X+98 x+99
+ +...+ +

=2°.3 DIBSEI oo ee e e et e e e e st e e e s et et e e e s et e e e s et e s e e es e s ees e eesere e eseene s ereesenan
6 99 100

3. Rezolvati ecuatia:



BF AB+AF G

a) CP I.m. in triunghiul BDF = CP = 5 5 (1) et
AF I.m. in triunghiul ECP = AF =C—2P(2) ............................................................................................ 2 c
F
Din (1) si (2) rezultd AF = AB+4AF .....................................................................................................
5 AAF = AB+ AF e UNAE 3AF = AB ooooooeeeeeeeee oo eeeeeeeeeeeeeesesssssessessesssssssssssseessssssssssssseseesnesesseson %
b) triunghiul ACD este isoscel si m( ACD)=120° = m(CAD) o K
m(BAD):m(BAC)+m(CAD)=6o £30° Z90° oo eeeeeeeeeee e A . S
DBSEIN  eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeee et e e e e taa e e e e earaeeeeennaaeeeennns,
8) OBE, = OCG, (1)-ervssessseceeereereesssssssseeeeseesesssssssssseeesssseesssssssseoeeessesssssssssse
m(OBE) L ) N
Din (1) si (2) rezulti m(oce)=45° +135° =180° = B,C,G sunt
CONINIAIE <.t ettt e e e e eveeeaaeeteeeraeeereesaaeenreens,
b) OM L AB si OM =% - m(BEO):m(MEo)=3o° .................................
m(OBE)=135° :>m(BOE)=15° .....................................................................
5. Fie ABCD un pitrat in care s-a notat cu O intersectia diagonalelor €) KBE, [1 KOG, ovvrveeeeeeeeeessssseseeceeeeeeeseseseeseeessssssssssssssesssesemeeessssssessssessssssssse
Construim patratul OEFG  congruent cu patratul ABCD astfel incat KB BE G KE-OE=KG-CO oo
B e (AE). KG 0OG OE
a) Demonstrati ca punctele B,C,G sunt coliniare! _
b) Determinati masurile unghiurilor triunghiului BEO Varianta 2

¢) Daca OE " BC ={K} aratati ca CG-KG =OE-KE.

6. Avem 3 cutii cu bile: in prima 3 bile galbene, Tn a doua 3 bile verzi,
Rezolvare iar in a treia 3 bile albastre. Din prima cutie scoatem 3 bile, dintre
care o bild punem intr-o alti cutie si 2 bile in cealaltd cutie. In
continuare scoatem 3 bile din cea de a doua cutie, si la fel punem o
bila intr-o alta cutie si 2 bile in cealalta cutie. Continuam
procedeul cu cutia a treia, apoi incepem din nou. Cum putem
obtine ca in final sa avem 3 bile albastre in prima, 3 bile galbene

n a doua, respectiv 3 bile verzi in a treia cutie?



Rezolvare

Pasii sunt ilustrati in tabelul de mai jos:

Obtinem: a=14, b=21 és c=42
Pentru | =2avem y =16,x =54 si %:18>16

Pasi Cutia | Cutia Il Cutignif . . | o B o i
galben | verde | albastru | galben | verde | albastru | galben | vérde qu T M(A)=30° si [AB]=[AC]. Fie B S|metrv|cul
3 — _ — 3 _ _ _puctutui §farq de dreapta AC, C' simetricul puctului B' fata de
1 _ — _ 2 3 _ 1 —dreqpta A4B, iay A' simetricul puctului C' fata de dreapta BC. Fie
2' ~ 1 ~ 5 — — 1 5 AC |B'\3,':{ }. Sa se demonstreze, ca:
3: _ 1 2 2 _ 1 1 5 a. wriunghiurile ABB' si ABC' sunt echilaterale i
a _ _ _ 2 1 > 1 2 ongruente;
5 — ~ 1 5 — — 1 3 5p %CC' si A'BC' sunt triunghiuri dreptunghice, isoscele §i
6. 3 3 3 €ongruente;
: — — — — — c—triunghiul A'C'C este echilateral;
FIECArE PAS 1,5 PUNCLE ..cuviiiiiiieiie ettt sttt ettt e st e st e et e e se e et e sresbesbesbeebeessess e s ebesresbesreareas d..A4. B)spE sunt puncte coliniare;
e. A', Cés B'sunt puncte coliniare.
7. Sa se determine acele numere rationale pozitive, care satisfac simultan
’ Rezolvare

urmatoarele conditii:
a. a+b+c=77,;

b (@+4)*+4 (b+6)*+9

(c+12) +36

8 18 72
Rezolvare
(a+4’ 4_(b+6) 9 _(c+12)’° 36
8 8 18 18 72 72
2 2 2
Scadem < din fiecare membru = {22 _ (0+6)° _ (¢+12)
2 8 18 72
2 2 2
Inmultim cu 2 = (a+4) (b+6) _(c+12)
36
(a+4j (b+6j (J, j
-
2 6
a+4 b+6_ c+12 IR _+2_c )
2 3 6 3 6
a b ¢ a+b+c 77
> —-=—=== = —=
2 3 6 2+3+6 11

a) Fie BB AC ={F}, B'C'NAB ={D} si A'CN\BC ={O} (figura)

.......................................................................................... ABBTTZ ABCTT 2.

ABFll= AB'Fll = m(BAB) 60° si [AB]=[AB1 = ABBU isoscel.............
..................................................................... AR B isdiatoares '(l)“ (B'C') = [ACT=[AB1 si [BC]=[BB] =
ABC1] isoscel...... R



b) m(CAC") =90° si [AC]=[AC" = ACC' este triunghi dreptunghic

BSOS ettt e et e e e e e ——————————

m(ABC) = 75° si m(ABC") =60° =m(OBC") =180°—75°—60° = 45° =>

MA 'BC ") =900 ittt bbbt bbbt
[A'B]=[C'B] = A'BC’ este triunghi dreptunghic isoscel ..........ccccccervvevvivieieennnnn.
[ACT=[C'B] = ACCT=A'BCII ittt

¢) M(ACC') =45° si M(ACB)=75° = M(OCC") =30° ....commrrrrrrrrrrerrrrmsrrrrrerrreeee

m(A'CO) =m(C'CO) =30° = m(A'CC") =60°, dar [CC]=[CA=A'C'C

triunghi eChilateral.............ooooiiiii i

d) E este ortocentru Tn triunghiul echilateral ABB' = (BE bisectoare =

=12 Tt 0 L

m(A'BE) =m(A'BC")+m(C'BA)+m(ABE) =90°+60°+30°=180°........cceeurreen.
Punctele A, B $i E SUNE CONNIAIE .......ooiiiiiiieeeee e

9. Tn dreptunghiul ABCD AB=2-BC, E este mijlocul segmentului [AB],

F €[DC] astfel ca bF :l.
FC 3
Se stie ca AC =20 cm.
1) Aratati, ca AC L EF.
i) Calculati aria patrulaterului AECF.
iii) Cét este aria dreptunghiului ABCD?

Rezolvare

a)Fie M.mijlocul.l1di PDC] = F mijlocul lui [DM]. ACNME ={0}=
O mijlocul lui [ME].

2P - EFéAL+ EFZ'CL:%.(ALJFCL):

B Augc = A v




