Ministerul Educatiei si Cercetarii Stiintifice
Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala — Vaslui, 15 februarie 2015

Clasa a XI-a

1. Pentru orice doud numere pozitive X si y consideram determinantul:

X rVy
A )=y x y
y oy x

a) Aratati ca A(x;y)=0, (V)x,y€[0,0).

b) Calculati lim ALXY) )
2%’ =3x7 +2 -1
. . 16a’ +1
2. Fiesirul (a,),.,.a,>0si a,,, = W ,(V)neN

este convergent si calculati limita sa.

n=0

1
a) Aratati cd, pentru g, € (O;Z] , sirul (a,)

. I . .
b) Aratati ca, pentru a, > 7 sirul (a,),., este divergent.

3. Fie A,BeM,(C)astfel incat det4d=detB=1. Sia se demonstreze echivalenta

(AB-BA)' =0, & A*+B>=A"'BAB+B'ABA.

Gazeta matematicd

4. a)Calculati lim L]+ [2x] - [m] ,neN", unde [a]reprezintd partea intreag a numarului
X

X—>0

real a.

n+l

b)Fie sirul (a,),.,pentru care exista si sunt finite lim -2 =] si limn(a

n—0 n n H—>0

se determine relatia intre / si [ .

Nota. Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.

-a)=L.Sa



Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala — Vaslui, 15 februarie 2015

Solutii si bareme orientative — Clasa a XI-a

1. Pentru orice doud numere pozitive X §i y consideram determinantul:

xyy
Al y)=ly x y
Yy y x
a) Aratati cad A(x;y) >0, (V)x,y€[0,0).

b) Calculati lim——2")

=l o Z3x 421

Solutie.
L yy
a) A(x,y)=(x+2y)[1 x y 1p
I v x
AGE ) = (x+2p)(x =)’ ig
A(x,y)=0, Vx,ye€[0,00) 1p
b) A(l,x)=(1+2x)(1-x)* = 2x° -3x* +1
lim A(1,x) ~lim 2x° =3x* +1 ~lim 1
> o Z3x2 421 2 321 ((2x3—3x2+1)+1)%—1
2x7 =3x% +1 2 P

Se obtine limita egala cu 2.




164, +15a,

= ,(V)neN.
n+l 16 ( )

2. Fiesirul (a,),.,,a, >0sl a

. 1, . . e
a) Aratati cd, pentru a, € (O;Z] , sirul (a,),., este convergent si calculati limita sa.

: | .
b) Aratati ca, pentru g, > 7 sirul (a,),., este divergent.

Solutie.

Se demonstreazd prin inductie matematica P(n): a, >0,VneN
1
a) a, € (O;Z)
4 —a, = 16a; +15a, g, - 16a; —a, _ a,(4a, —1)(4a,+1) <0
16 16 16
Se demonstreaza prin inductie matematica P(n): a
P(0) adevarata

>a ,VneN

n+l n’

16a;,, +15a, S 16a; +15a,
16 16

Ding,,, > a, se obtine ,deci a,,, >a,,,

: . e ) D 1
Sirul este descrescator si mdrginit inferior, deci este convergent si existd lima, =/ € O;Z
n—0

Se trece la limiti in relatia de recurent si se rezolvd 16° =1 =0.
Se obtine /=0.

1 . o 1 T |
Daca a, = 7 se demonstreazd prin inductie ca a, = R VneN cu limita 1

b)pentru g, € (i;oo) se observa ca

_16a,+15a, 164, —ay _ ay(4a,—1)(4a, +1)
16 ’ 16 16

Se demonstreaza prin inductie matematicd P(n): a

0

a, — 4,

<a ,VneN.

n+l n?o

. . . e 1
Sirul (a,),., este strict crescdtor, deci existdlima, =/ € (Z;oo}.

n—>00

. 1 i n . . . :
Presupunem cd / € (Z;oo . Se trece la limita in relatia de recurenta si se observa ca ecuatia

160’ —1 =0 nu are solutii in (%;oo] .

Ramane ca [/ = oo, deci sirul (a,),., este divergent.

0,5p

0Sp

1p

1p




3. Fie A4,BeM,(C)astfel incat detd=detB=1. Si& se demonstreze echivalenta
(AB—BA) =0, < A*+B*=A"BAB+B'ABA.

Gazeta matematicd

Solutie.

Din relatia Hamilton-Cayley obtinem A —1-A+1,=0, , unde ¢=urmamatriceid gj
B’-s-B+1,=0, unde s =urma matricei B

Din A(~A+t-1))=1,5i B(-B+s-1,)=1, se observici A =—A+t-1,si B' =—B+s-1,

A*+ B’ = ABB'A+ BAA'B = AB(sl, - B)A+ BA(tl, — A)B =

SABA— ABBA+tBAB — BAAB

A"'BAB+B'ABA=(tl, — A)BAB + (s, — B)ABA =

tBAB — ABAB + sABA — BABA

Avem A’ +B’ = A"'BAB+ B ABA <> ABBA+ BAAB = ABAB + BABA < (AB—BA)’ =0,

1p

1p

4. a)Calculati lim [+ [2x]+-. ] ,neN", unde [a]reprezintd partea intreagd a numarului

X—>0 X

real a.

. oy . a . .
b)Fie sirul (a,),.,pentru care existd si sunt finite hml—” =l g limn(a,, —a,)=L.Sa
- n—» Innp n—o

se determine relatia intre / i L.

Solutie.
a)kx <[kx]<kr+1,VkeN',VxeR Ip
Pentru x>0,avemk£@<%,‘v’keN* 1p
Conform criteriului clestelui obtinem lgg[—]zc] =k, VkeN" 1p
e LR AL e
¥ X

b)Deoarece b, =Inn,neN este un sir strict crescdtor si nemdrginit superior, iar | q P
hm an+l — an — 'm n(an+l — an) — 1 n(an+1 — an) —
n—)ooln(n+1)_lnn n—o n+1 n—)ool (n_i_ljn
n

lim-—2=/

Lexista si sunt
n—»0 ln n

nln——
n

n
finite, conform Stolz-Cesaro obtinem /=L







