
 
 INSPECTORATUL ŞCOLAR AL JUDEŢULUI  CĂLĂRAŞI 
 
 

 

 

 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

                       ETAPA LOCALA – 25 IANUARIE 2014 

 

Clasa a XI-a 

 
Problema 1.  Fie A  o matrice pătratică de ordin 3, cu toate elementele din mulțimea  1,1 .  

a) Determinați toate valorile posibile ale determinantului matricei A . 

b)  Demonstrați că matricea ,  ,nA n   are toate elementele nenule. 

 

 

 

Problema 2.  Fie  3,  A B M  astfel încât 3A B I   și 2 3= .A A  Să se arate că: 

a) ;AB BA  

b) 3I AB  este o matrice inversabilă. 

 

 

 

Problema 3. Se consideră șirurile de numere reale    
1 1
,  n nn n

a b
 

și  
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c


definite prin: 1 0,  a  1b 0,     

1 12 ,   , ,  .n
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a
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b


         

a) Să se arate că  1

2
2 2 1 ,  .n n

n

n n

a b
c n
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b) Să se calculeze lim .n
n

c


 

 

 

 

Problema 4.  Fie  : 0,f    o funcție crescătoare cu proprietatea că     lim 2 0.
x

f x f x


   Demonstrați că 

 0, ,a    există     lim
x

f ax f x


  și valoarea acestei limite este 0.  

 

 

SUCCES! 
 

 

 

Baremul de notare este: Problema 1. a) 4 puncte;   b)  3  puncte; Problema 2. a) 2 puncte;  b)  7  puncte; Problema 3. a) 3 

puncte;   b)  4  puncte;   Problema 4. 7 puncte. 
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ENUNȚURI ȘI SOLUȚII 

 

CLASA a IX-A 
P1. IX. Dacă ,  ,  a b c  arătați că: 

a)    
2 221 1a b c        

2
2 1 ;a b c ab bc ca c a         

b)           
2 221 1 1 1 1 1 ;a b c b a c a b c            

c)    
21

max ,  ,  1 .
3

ab bc ca a b b c c a a b c           

Demonstrație: Putem presupune   max ,  ,  a b c a b b c c a c a           

          
2 221 1 1 1 1 1 1ab bc ca a c a b c b a c a b c                   

   
2

2 1a b c ab bc ca c a            
21

max ,  ,  1 .
3

ab bc ca a b b c c a a b c           

 

P2. IX.   Fie ,  ,x y  astfel încât 0x y   și   
1
,n n

a


 
1n n

b


 două șiruri de numere reale. Arătați 

că: 

a) Dacă   
1n n

a


 și  
1n n

b


 sunt progresii aritmetice atunci șirul  
1n n

c


, definit prin  

,  n n nc a b n    , este progresie aritmetică dacă și numai dacă una din progresiile aritmetice 

 
1n n

a


 sau  
1n n

b


 are rația egală cu 0.   

b)  Dacă    11+ 1+ 1,n nxa ya     1n n nx y a b xya    și   0,  nx y b xy n       atunci șirul 

 
1n n

b


 este progresie geometrică. 

Demonstrație: a)  
1n n

x


 este progresie aritmetică   1 12 2n n n n n n nc c c a b a x b y        

   0n na x b y xy      

b)    
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x y
x y a b xya a n

x y b xy


       

 
  1 11+ 1+ 1n n n n

x
xa ya b b

y
      

P3. IX. Fie șirul de numere reale  
1
,n n

a


 definit prin  1

1

6
a   și 1

1 1
=  ,  .

3 2
n n

n
a a n
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Determinați 2014.a  

Demonstrație: 

  

 



P4. IX. Dacă ABC este un triunghi oarecare și ,  , ,  E F O M sunt puncte cu proprietățile  ,E AB  

 ,F AC   ,O EF   ,M BC  2 ,BM BC  5 7AE EB  și 12 3 2OM AB AC   demonstrați că 

.EF BC  

Demonstrație: 
7

5 7
12

AE EB AE AB   , fie  0,x   astfel încât
1

x
AF xFC AF AC

x
  


; 

 
7

 1
12 1

x
EF EA AF AB AC

x
    


;  12 3 2OM AB AC    

1 1 1 1
2

2 3 2 3
OB OC AB AC OB BC AB AC       

 
3 1

 2
4 3

OB AB AC  ;
 

 
2 1 1

 3 ;
3 3

EO EB BO AB AC      vectorii  

EF și EO  coliniari   astfel încât 
   1 , 3 7

  
4

EF EO    și 
7

5
x   .EF BC  

CLASA a X-A 

P1. X.  a)  Arătați că  2 3

13 14log log log log log ; , 0, ,  1.n

n nn
a aa a a

x x x x x a x a
          

Solutie : 

a) 
 

 
      

 

   
        

 

  (   )
        ………………………………………………….1 punct  

       (
 

   
 

 

   
   

 

  (   )
) =        (

 

 
 

 

   
)…………………………………………..1 punct 

Finalizare …………………………………………………………………………………………1 punct  

b) Determinați partea întreagă a numărulu 2014 2014log 2015 log 2013
2013 2014log 2014 log 2013 2013 2015 .N       

Solutie : 

  b) 2014 2014log 2015 log 2013
2013 2015 0  ……………………………………………………………  1punct 

              (   ) …………………………………………………………… 1  punct 

  
 

 
     ) …………………………………………………………………………………1punct 

Finalizare  [N] = 2 …………………………………………………………………………….1 punct 

P2. X.  a)   Arătați că, pentru oricare două numere complexe 
1 2,  ,z z  egalitatea 1 2 1 2z z z z    este 

adevărată dacă și numai dacă  0,    astfel încât 
1 2.z z  

Solutie : 

b) Verificarea  implicatiei       …………………………………………………………..1  punct  

Implicatia      

                           si  calcul ……………………………………………………… 1  punct 

              Obtinerea relatiei                si   finalizare ……………………………..1 punct .  

c) Determinați  mulțimile  2 2  2 2 2 1 1A z z z z z        și  Re  .M z z A   

Solutie : 



 b)  2 2 2 2 2 22 2 2 1 1 2 2 2 1 2 2 2 1z z z z z z z z z z z z                    ......2 

puncte 

 0,    astfel încât    2 1
1 2 1 2 0 1

1
z z z i


  




         


……………….1  punct  

Aflarea  elementelor  multimilor …………………………………………………………1 punct  

P3. X.  a) Arătați că     √     
 √     

      (   ) 

Solutie : 

a) Verificare  √     
 √     

  > 0  …………………………………………..1  punct 

√     
 √     

 < 1 + 1 …………………………………………………1  punct  

√     
     √     

  ; amplificare  cu  conjugata 

Finalizare  √     
 √     

    ………………………………………1punct  . 

b) Dacă  ,  \ 0,1n m  arătați că
 

1 1 1
.

2 1 3 2 1m m m
m

n n
   


 

Solutie : 

b)   
 

(   ) √ 
  √     

 
 

 (   )
 √     

 (
 

 
 

 

   
) ………………………………… 1  punct  

√     
 (

 

√ 
  

 

√   
 )  (

 

√        
 

√(   )    )  (
 

√ 
  

 

√   
 )  (    √(

 

   
)
    

) <   

< (
 

√ 
  

 

√   
 )     …………………………………………………………………2 puncte 

Inlocuire  si  finalizare  ………………………………………………………………1  punct  

P4. X.   Fie numerele complexe distincte ,  ,  a b c  astfel încât      
3 3 3

.a b b c c a      Să se arate că

3 3 3.a b c    

Solutie : 

Din  relatia  din  enunt  si  tinand  cont  de  faptul ca a, b,c  sunt  disticte ,  rezulta  ca  a+b , b+c , c+a  

sunt  distincte  si  nenule …………………………………………………………….1  punct  

Atunci  (
   

   
)  (

   

   
)    , de  unde       (   )    (   ) , unde         si      

…………………………………………………………………………………………..  3 puncte  

Adunand  membru  cu membru relatiile      (   )       (   )       (   ) 

Se  obtine           …………………………………………………………..  1  punct  

Finalizare  ………………………………………………………………………….   2 puncte  

 

CLASA a XII-A 

 

P1. XII.   a) Fie  ,G   un grup și e elementul său neutru. Elementele ,  a b G  satisfac condiția: 

 
22 2 .a b ab   Să se arate că 4 4 .a b e   



b) Pe mulțimea A  se definesc legile de compoziție „ ”  și „ ”   cu proprietășile:  ,A  este grup 

comutativ,  ,A   este monoid necomutativ și     2 2,  ,  ;a b c ab ac b c a ba ca a b ab       

,  ,  .a b c A  Să se arate că  
2 2 2ab b a  și  

2 2 2.ba a b  

 

Demonstrație: a) 

 

b) 

 

 
P2. XII.   Fie p  un număr prim de forma 4 3,  .k k   

a) Să se arate că nu există px astfel încât  2 ˆ ˆ1 0 în .px    

b) Să se arate că dacă 
2 2 0̂,  , ,px y x y   atunci 0̂x   și 0̂.y   

c) Să se rezolve în  ecuația 2 2 12005.x y   

Demonstrație: 



 

 

P3. XII.   Dacă  0,x  calculați:  

a) 
 2014

1
;

1
dx

x x 
   

b) 
1

.
1 1

dx
x x  

  

Demonstrație: a) 
 

2013

20142014

1 1

11

x

x xx x
  

  
 2014

2014

1 1
ln ln 1 ,  

20141
dx x x c c

x x
    


   

b) 

 



P4. XII.  Fie :f   o funcție care admite primitive. Să se arate că funcția 

   : ,  g g x x f x   admite primitive. 

 

 

CLASA a XI-A 

P1. XI.   Fie A  o matrice pătratică de ordin 3, cu toate elementele din mulțimea  1,1 .  

a) Determinați toate valorile posibile ale determinantului matricei A . 

b) Demonstrați că matricea ,  ,nA n   are toate elementele nenule. 

Demonstrație: 

   

P2. XI.   Fie  3,  A B M  astfel încât 3A B I   și 2 3= .A A  Să se arate că: 

a) ;AB BA  

b) 3I AB  este o matrice inversabilă. 

Demonstrație: 

  



P3. XI. Se consideră șirurile de numere reale    
1 1
,  n nn n

a b
 

și  
1n n

c


definite prin: 1 0,  a  1b 0,     

1 12 ,   , ,  .n
n n n n n n n

n

a
a a b b a b c n

b


         

a) Să se arate că  1

2
2 2 1 ,  .n n

n

n n

a b
c n

a b





    


 

b) Să se calculeze lim .n
n

c


 

Demonstrație: 

 

P4. XI.  Fie  : 0,f    o funcție crescătoare cu proprietatea că     lim 2 0.
x

f x f x


   

Demonstrați că  0, ,a    există     lim
x

f ax f x


  și valoarea acestei limite este 0. 

Demonstrație: 

 

 

 

 


