
OLIMPIADA  DE  MATEMATICĂ 
Etapa locală 09.02.2013 

CLASA a IX-a 
 

 
Subiectul 1   (7 puncte) 

 
   Să se determine toate perechile de numere întregi (x,y) care verifică relaţia: 

                                                         233 )( yxyx +=+
 
Solutie şi barem 
 

233 )( yxyx +=+ ⇔ 0))(( 22 =−−−++ yxxyyxyx   …………………1 punct 
0=+ yx  sau      ………………    …………...1 punct 022 =−−−+ yxxyyx

Orice perche de numere întregi de forma (-k,k)  este solutie       …1 punct 

2)1()1()(
22222220

222

2222

=−+−+−⇔

⇔=+−−−+⇔=−−−+

yxyx
yxxyyxyxxyyx ………   2 puncte 

 
 
de unde se deduc celelalte solutii prin rationamente corecte,de exemplu: 

{ } { }2,1,01,0,11212)1( 2 ∈⇔−∈−⇔≤−⇔≤− xxxx ……………… 1 punct 
Obtinerea celorlalte perechi care mai verifica relatia(în afara de cele de  
forma  (-k,k) ): (0,1),(1,0),(1,2),),(2,1),(2,2)....................................1 punct 
 
 
Subiectul 2    (7 puncte) 
 
Se consideră 24 de numere prime mai mari sau egale cu 5.Să se arate că  suma pătratelor lor 
este divizibilă cu 24. 
                                                               E:26526/ Gazeta Matematică nr.11/2011 
 
 
Solutie şi barem 
 
Un număr prim mai mare sau egal cu 5 este de forma 6k+1 sau 6k-1…2 puncte. 
Fie deci ,  cele 24 numere prime. { }24,...,2,1, ∈ipi 16 ±= ii kp

)13(1224)16(
24

1

2
24

1

24

1

2 ±+=±= ∑∑∑
===

i
i

i
i

i
i

i kkkp ...................................................2 puncte 

Este suficient să arătăm că este par...........................................1 punct )13( ±ii kk
Daca  este par atunci  este par................................................1 punct ik )13( ±ii kk
Daca  este impar atunci  este par şi ik 13 ±ik )13( ±ii kk  este par................1 punct. 
 
  

  



Subiectul  3    (7 puncte) 

 Fie ∆ ABC şi punctele E, F;    E  (AB) şi F  (AC), astfel încât =  
Dacă M este mijlocul lui AB, N mijlocul lui AC şi R mijlocul lui EF să se arate că punctele M, 
R şi N sunt coliniare. 
 
Solutie şi barem 

 
                                   

 (1) …………………………………………………..….. 1p 
 

 ………………………………………………………….. 1p 
 

 ………………………………………………………….. 1p 
 

+ = )=

 

 (2) …………………. 3p 
 

Din (1) si (2)  M, R, N coliniare 

 
 
 
Subiectul  4    (7 puncte) 
 
 Determinaţi numerele reale nenule a1, a 2, a 3,..., a  , astfel încât: n

3
12

...
...32

321

321 +
=

++++
++++ n

aaaa
naaaa

n

n , ∀n 2. ≥

 
 
Solutie şi barem 
 
 
Soluţie. Pentru n = 2, egalitatea din enunţul problemei, se scrie: 

3
52

21

21 =
+
+

aa
aa , 



care conduce la a 2 = 2a1. 
Pentru n = 3, egalitatea din enunţul problemei, se scrie: 

1 2 3

1 2 3

2 3 7
3

a a a
a a a
+ +

=
+ +

, 

care conduce la ………………………………………………………………1 p 3 3 .a a= 1

 
Vom demonstra prin inducţie matematică, că a n = n a1,∀n ≥ 2………………………1p 
Evidentă egalitatea pentru n = 2. 
Presupunem că an = na1, şi demonstrăm că a = (n + 1)a1…………………………..1p 1+n

Egalitatea dată pentru n + 1 numere, se scrie:  

3
32

...
)1(...32

1321

1321 +
=

+++++
++++++

+

+ n
aaaaa

annaaaa
nn

nn ,………………………………..……..1p 

şi ţinând seama de ipoteza din inducţie, egalitatea devine succesiv : 

3
32

)...321(
)1()...321(

11

1
2222

1 +
=

+++++
++++++

+

+ n
ana

anna
n

n , ……………………………………1p 

3 a1 6
)12)(1( ++

⋅
nnn  + 3(n + 1)an+1 = a1(2n + 3)

2
)1( +

⋅
nn  + (2n + 3)an+1, 

nan+1 = n(n + 1)a1, 
adică 

an+1 = (n + 1) a1. 
Ca urmare a celor de mai sus rezultă a n = n a1,∀n ≥ 2……………………………… 2p 
 
 



OLIMPIADA  DE  MATEMATICĂ 
Etapa locală 09.02.2013 

CLASA a X-a 
 

 
Subiectul 1   (7 puncte) 

                                   
Să se rezolve în mulţimea numerelor reale sistemul: 

                                             1923 =− yx

                                              1923 =− xy

                                                                    Supliment Gazeta Matematică 11/2012 
 

Solutie şi barem 
Din  şi  rezultă ………….1 punct 1923 =− yx 1923 =− xy xyyx 2323 −=−
Rezultă ……………………………………    …1 punct yyxx 3232 +=+
Funcţia este strict crescătoare deci injectivă…1 punct ,:,32)( RRfxf xx →+=
Rezultă yx = …………………………………………………….1 punct 
Avem de rezolvat ecuaţia  .Observăm că 1923 =− xx 3=x  este soluţie..1 punct 

Scriem 19)1
2
3(2 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
x .Daca 0<x  membrul stang este negativ şi ecuaţia  

nu are soluţie..................................................................................1 punct 
dacă  membrul stang este o funcţie strict crescatoare,deci  0≥x
soluţia  este unică..............................................................1 punct 3== yx

 
Subiectul 2    (7 puncte) 

a) Fie    şi  două numere complexe diferite astfel încât 1z 2z 21 zz = . 
     Să se arate că R∈∀α   avem 1221 zzzz αα +=+ .                                              
b) Fie    şi  două numere complexe diferite.Să se arate că dacă există   1z 2z
     { 1,1\ −∈R }α  astfel încât 1221 zzzz αα +=+  atunci 21 zz = . 
 
Solutie şi barem 
a)  2211

2
2

2
121 zzzzzzzz =⇔=⇔= .....................................1 punct 

…1 punct           ))(())(( 121221211221 zzzzzzzzzzzz αααααα ++=++⇔+=+

2112
2

1
22

21221
2

2
22

1 zzzzzzzzzzzz αααααα +++=+++  adevarată .1 punct 
.1 punct b) ))(())(( 121221211221 zzzzzzzzzzzz αααααα ++=++⇔+=+

 2112
2

1
22

21221
2

2
22

1 zzzzzzzzzzzz αααααα +++=+++ ...........1 punct 
2

2
22

1
2 )1()1 zz αα −=−( .............................................................1 punct  

Simplificare în condiţiile date şi concluzia 21 zz = ..................1 punct 
 
 

Subiectul 3    (7 puncte) 
 
Dacă zi  C,   sunt distincte si au proprietatile z1+z3=z2+z4 şi 

z1+iz2=z3+iz4, atunci  z  C astfel incat  
Solutie şi barem 



 
Fie Mi (zi),   ……………………………………..…………… 1p 

Din relaţia z1+z3=z2+z4  z1- z2=z4 - z3  

  M1M2=M3M4 (a) …………………..…………….… 1p 

Din aceeasi relatie z1+z3=z2+z4  z1- z4=z2 - z3  

  M1M4=M2M3 (b) ………………….………….… 1p 

Din (a) si (b)  patrulaterul M1M2M3M4 este paralelogram (c) ……….… 1p 

 

Din z1+iz2=z3+iz4  z1-z3=i(z4 – z2)  

  M1M3=M2M4  (d)

 ………………………………………………. 1p 

Din (c) si (d)  paralelogramul M1M2M3M4 are diagonalele congruente 

  M1M2M3M4 este dreptunghi  MM1=MM2=MM3=MM4  

  ……………………………. 1p 



 
Concluzie: z este afixul punctului M – centrul dreptunghiului 
 
 
 

Subiectul 4    (7 puncte) 
 
 Fie a > 1 şi b . Să se rezolve ecuaţia: 0≥

,loglog nx
baba xn ++

=  

unde  .*Nn∈

 

Solutie şi barem 
Soluţie. Pentru ,cum şi avem că şi 

ecuaţia este 
imposibilă…………………………………………………………………1p 

)1,0(∈x 1>+ ba n 1>+ ba x 0log <
+

x
ba n

0log ≥
+

n
ba x

Pentru ecuaţia se mai scrie sub forma 1≥x

.log)(log)(log
)(log

log
log nbax

ba

n
x

bna
x

bnabnax
bna

bna
bna +++

+

+
+

=+⇔
+

=  …………………………..2p 

Deoarece avem că şi atunci  1≥x 1,1 >>+ nx aba .0)(log,0log >+>
++

bax x
baba nn

Funcţia este strict crescătoare ca produs de funcţii strict 
crescătoare cu valori pozitive, deci injectivă. 

)(log)(log)(,: baxxfRRf x
bnabna

+=→
++

 Atunci ecuaţia  are soluţie unică……………………………………………….3p nxf
ba n +

= log)(

Se verifică uşor că x = n este soluţie a ecuaţiei date………………………………………………1p 

 

 



OLIMPIADA  DE  MATEMATICĂ 
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CLASA a XI-a 
 

 
Subiectul 1   (7 puncte) 

                                   
Să se calculeze:   )(lim 3 232 nnnn

n
+−+

∞→
 

Solutie şi barem 
 

       =+−+
∞→

)(lim 3 232 nnnn
n

=
∞→

−+−−+ )]()[(lim 3 232 nnnnnn
n

 

        )(lim)(lim 3 232 nnnnnn
nn

−+−−+=
∞→∞→

.......................2 puncte 

      
2
1

)111(

2 limlim)(lim 2

22

=
++

=
++

−+
=

∞→ ∞→∞→
−+

n
n

n
nnn

nnn

n nn
nnn ...2 puncte 

      

3
1

)111)11((

)(

3 23

33 22

2

23 2323 23

323

lim

lim)(lim

=
++++

=
++++

−+
=

∞→

∞→

∞→
−+

nn
n

n

nnnnnn
nnn

n

n

n
nnn

.........2 puncte 

     Finalizare: limita din enunţ este egala cu 
6
1

3
1

2
1

=− ....................1 punct 

 
Subiectul 2    (7 puncte) 

Se dă matricea .Să se calculeze  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

11
11

A ∗∈ NnAn ,

Solutie şi barem 
 

Avem  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

2
2

2
2

2
2

2
2

2
11
11

A ..........................................2 puncte 

 
 



⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

4
cos

4
sin

4
sin

4
cos

2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
11
11

ππ

ππ

A .......................2 punct 

 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

4
cos

4
sin

4
sin

4
cos

2

4
cos

4
sin

4
sin

4
cos

2 ππ

ππ

ππ

ππ

nn

nn

A n

n

nn ......................3 puncte 

 
Subiectul 3    (7 puncte) 

 
 Fie  un şir de numere reale strict pozitive astfel încât  
(n+1) xn+1-nxn<0, . Să se arate că şirul este monoton şi mărginit şi are limita 
0. 

 
Solutie şi barem 

(n+1) xn+1-nxn<0  daca si numai daca <1,   

 xn+1<xn,   (xn)  ……………………………………………… 2p 

Din relatia (n+1) xn+1-nxn<0   ,  

  

 

 
. 
. 
. 
 

 

 ……………………………………………………… 2p 



 
“ ” 

  ……………………………………………….. 1p 

Deci, )  este marginit 

  =0   ………………….. 2p 

 



 

Subiectul 4    (7 puncte) 
 
 
Să se calculeze: 

.
21...2

2
12

1...
2
1

lim
132

21

+∞→
+++

+++

n

n
nnn

n

n

C
n

CC
 

 
 

Solutie şi barem 
 

Soluţie. Notând ,21...2
2
12,1...

2
1 13221 ++++=+++= n

n
n
nnnn n

yC
n

CCx ny crescator  

( 0
1

2 2

1 >
+

=−
+

+ n
yy

n

nn ) şi nemărginit ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞→

+
>

+

1
2 1

ny
n

n …………………………..1p 

 Conform lemei Stoltz-Cesaro, avem: 

=

+

−−−−
+

+++
=

−
−

+

+
+++

+

+

2

211
1

2
1

1
1

1

1

2
1

1

1...
2
1

1
1...

2
1

limlim
n

n
nnn

n
nnn

nnn

nn
n

n

C
n

CCC
n

CC

yy
xx …………1p 

=

+

+
+−++−+−

+

+
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2

1
11

22
2

11
1

2
1

1
1

1)(1...)(
2
1

lim
n

n
n

n
n

n
nnnnn

n

n

C
n

CC
n

CCCC
……………….1p 

=

+

+
=

+

+
=

+

+
++++

+

=

+
+

+

=

+

∑∑
2

0

1
1

2

0

2

110

2
1

1
1

1

lim
2

1
1

1
1

lim
2

1
1

1
11...

2
1

lim
n

n

k

k
n

nn

n

k

k
n

nn

n
nnnn

n

n

C
n

n

C
k

n

C
n

C
n

CC
……3p 

.
2
1

2
12lim

2
1

1
1

1

lim 2

1

2

0

1
1

=
−

=

+

+
+

+

+

=

+
+∑

n

n

nn

n

k

k
n

n

n

C
n

………………………………………….1p 

 



OLIMPIADA  DE  MATEMATICĂ 
Etapa locală 09.02.2013 

CLASA a XII-a 
 

 
Subiectul 1   (7 puncte) 

Fie . 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= Rcba

acb
bac
cba

G ,,/

a) Să se arate că G este parte stabilă în raport cu operaţia de înmulţire a 
matricilor. 

b) Să se arate că dacă  atunci există Rcba ∈,, Rzyx ∈,,  astfel încât: 
                            xyzzyxabccba n 3)3( 333333 −++=−++

                                   
Solutie şi barem 
 

      Fie  şi , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

acb
bac
cba

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

111

111

111

acb
bac
cba

B RcbacbaGBA ∈∈ 111 ,,,,,,, .....1 punct 

G
xzy
yxz
zyx

aacbbcaccabbabccba
baabccbcaacbbbacca
cabbacccbaabcbbcaa

acb
bac
cba

acb
bac
cba

AB

∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++++
++++++
++++++

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

111111111

111111111

111111111

111

111

111

 

                          ....................................................................................2 puncte 

  b) Fie .Atunci   .......................1 punct 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

acb
bac
cba

A abccbaA 3det 333 −++=

Avem: ......................................1 punct nnn AAabccba det)(det)3( 333 ==−++

Datorită punctului a) matricea , deci ................1 punct GAn ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

xzy
yxz
zyx

An

xyzzyxAAabccba nnn 3det)(det)3( 333333 −++===−++ ......................1 punct 
 
 

 
 
 
 



 
Subiectul 2    (7 puncte) 
Fie   *

0

,cos NnnxdxeI x
n ∈= ∫

π

a) Să se calculeze . 1I
b) Să se calculeze  n

n
Ilim

∞→

                                                           Gazeta Matematică nr.1/2012 
 
Solutie şi barem 

a)         

puncte2...xdxsin)e(1exdxsinexcosexdxcos)e(xdxcoseI '

0

x

0

x
0

x

0

'x

0

x
1 =+−−=+=== ∫∫∫∫

π
π

π
π

ππ

 

10sin1 Ixee x −+−−= ππ  de unde  
2

1
1

πeI +
−= ........................................1 punct 

b) Fie  Se demonstrează analog ca la b) ca nxdxeJ x
n sin

0
∫=
π

80≤nJ ........... 2  puncte 

018011

)sin0sinsin(1)'(sin1cos
0

0

00

→⋅≤=−=

=−−=== ∫∫∫

n
J

n
j

n

nxdxeene
n

dxnxe
n

nxdxeI

nn

xxx
n

π
π

ππ

π
 

Deci ...................................................................................... 2 puncte 0lim =
∞→

n
n

I

 
Subiectul 3    (7 puncte) 
 
      Să se determine funcţiile , care admit primitive şi au proprietatea că RRf →:

.,))(( 3 Rxxxff ∈∀−=   
 

Solutie şi barem 
 
Dacă f are primitive atunci are proprietatea lui Darboux............1 punct 
Dacă ,  yxyxyffxffyfxf =⇒−=−⇒=⇒= 33))(())(()()(
deci f este injectivă......................................................................2 puncte 
Dacă f are proprietatea lui Darboux şi este injectivă atunci este strict 
monotonă................................................................................... .2 puncte 
Dacă f este strict monotonă atunci  este strict crescătoare..1 punct ff
Funcţia  este strict descrescătoare 3)(,: xxgRRg −=→
Concluzia: nu există funcţii cu proprietatea cerută .....................1 punct 



 

Subiectul 4    (7 puncte) 
 
 
 Să se calculeze integrala: 

∫ +++++ −+++

a

a

nnnnn

n

dx
xxxxx

x
1

1122213 ,
1

 

unde  *0, .a n N> ∈

 Soluţie. 1) Pentru a = 1 integrala este egală cu zero. 

 2) Pentru 1≠a integrala dată se rescrie:     ( )( ).111
1122∫ +++

= −++

a

a

nnn

n

xxx
dxxI ……………….1p 

 Efectuând schimbarea de variabilă ,11
2 dt

t
dxtx −=⇒= obţinem că……………………….....1p 

( )( ) ( )( ) =+++
=

+++
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⋅
−= ∫∫∫ −++

−

−++

−

−++

a

a

nnn

nna

a

nnn

na

a
nnn

n

xxx
dxxx

xxx
dxx

ttt

t
dt

tI
1

1122

1

1
1122

12
1

1122

2

111111111

1

 

−
++

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

++
=

+
⋅

++∫ ∫ ∫ ++−++−

−

++

a

a

a

a

a

a

nn

n

nnn

n

n

n

nn

n

xx
dxxdx

xxx
xdx

x
x

xx
x

1 1 1

12211221

1

122 11
11

111
 

( )( ) .
12

1
111 1 1

122122
1

1122 ∫ ∫∫ ++
=⇒−

++
=

+++
− +++++++

a

a

a

a

nn

n

nn

na

a

nnn

n

xx
dxxII

xx
dxx

xxx
dxx ……………….3p 

Efectuăm schimbarea de variabilă şi atunci: ………………..1p ,)1(1 dtdxxntx nn =+⇒=+

=
+

+
=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

+++
=

+

+
+

+

+

+

∫∫ 1

11

1
1

2

1

1
1

2
1

3
12

)1(3
1

4
3

2
1)1(2

1
1)1(2

1
n

nna

na

na

na

a

atarctg
n

t

dt
ntt

dt
n

I  

.
3

12

3
12

)1(3
1 11

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
−

+
+

++ nn
aarctgaartg

n
………………………………………………………..1p 

 


