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Olimpiada de matematic¼a
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21 februarie 2016
Clasa a X-a

1. Fie a; b; c numere pozitive, diferite de 1. Not¼am

x = loga bc; y = logb ac; z = logc ab:

Ar¼ata̧ti c¼a
x+ y + z + 2 = xyz:

2. S¼a se rezolve ecua̧tia

p
x+ 1 +

p
x+ 2 +

p
x+ 4 =

q
10 +

p
24 +

p
40 +

p
60:

3. S¼a se arate c¼a nu exist¼a funçtii injective f : R! R; astfel încât

f (3x) + f (5x) = 8;

pentru orice x real.

4. Fie u; v; w numere complexe astfel ca

u+ v + w = u2 + v2 + w2 = 0:

Ar¼ata̧ti c¼a juj = jvj = jwj :

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



Olimpiada de matematic¼a
faza local¼a

21 februarie 2016

Soluţii şi bareme
Clasa a X-a

1. Fie a; b; c numere pozitive, diferite de 1. Not¼am

x = loga bc; y = logb ac; z = logc ab:

Ar¼ataţi c¼a
x+ y + z + 2 = xyz:

Soluţie. Avem x+ 1 = loga abc; de unde logabc a =
1

x+1 şi analoagele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Deducem 1

x+1 +
1
y+1 +

1
z+1 = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Concluzia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

2. S¼a se rezolve ecuaţia
p
x+ 1 +

p
x+ 2 +

p
x+ 4 =

q
10 +

p
24 +

p
40 +

p
60:

Soluţie. Observ¼am c¼a 10 +
p
24 +

p
40 +

p
60 =

�p
2 +

p
3 +

p
5
�2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

deci ecuaţia se scrie
p
x+ 1 +

p
x+ 2 +

p
x+ 4 =

p
2 +

p
3 +

p
5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Se observ¼a soluţia x = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Soluţia e unic¼a deoarece membrul stâng e funçtie strict cresc¼atoare. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

3. S¼a se arate c¼a nu exist¼a funçtii injective f : R! R; astfel încât

f (3x) + f (5x) = 8;

pentru orice x real.
Soluţie. Presupunând c¼a exist¼a f injectiv¼a, pentru x = 1 obţinem f (3) + f (5) = 8: Pentru x = log3 5;
obţinem f (5) + f

�
5log3 5

�
= 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Deducem f (3) = f
�
5log3 5

�
şi, din injectivitate, 3 = 5log3 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Logaritmând egalitatea în baza 3, obţinem o contradiçtie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

4. Fie u; v; w numere complexe astfel ca

u+ v + w = u2 + v2 + w2 = 0:

Ar¼ataţi c¼a juj = jvj = jwj :
Soluţie. Avem w = �u� v şi apoi u2 + v2 + (�u� v)2 = 0; de unde u2 + v2 + uv = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Înmuļtind cu u� v; deducem u3 � v3 = 0; de unde u3 = v3; deci juj = jvj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Analog juj = jwj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p


