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Clasa a I X-a

Problema 1. Se considerd sirurile de numere reale (X, ), ., $i (Vn)oq- Dacd 3(X +Xp +Xg +...4 Xy ) =NXpyy s

Xn =Yy, (V)neN", atunci demonstrati ca () _, este un sir progresie aritmetica.

nx1
. n(n+1) . . .
Solutie: 3(X + Xy + Xz +...+ Xy ) =Xy = Xy =————=X  (4p) (Se demonstreazd direct sau pin inductie);
_n+1 1p): 1 v N* t . e aritmetics (2
Yo = Txl p); Yna—Yn = Exl' (V)neN* = (y, )n21 este un sir progresie aritmetica (2p).

Problema 2. Daci notam cu [X] partea intreagd a numarului real X, atunci demonstrati ca:
a) [Van+1]|=[Van+2], (V)neN;
b) [Vn+vn+l|=[Van+1], (V)neN.

Solutie: a) (V)neN = numarul 4n+ 2 nu este patrat perfect (1p) = 3k € N astfel incat

k2s4n+1<4n+2<(k+1)2:> [\/4n+1]=[\/4n+2] (V)neN; (2p) b) Van+1<Jn+/n+1<an+2
(2p):>[JH+Jn+1]=[J4n +1] (V)neN.(2p)

Problema 3. Daci a, b, ¢, d e[O, +oo) si a+b+c+d =4, atunci demonstrati ca aJB+bJE+cJE+dJ5§4.

Solutie: \/;SXTH,VXE[O,+OO)(lp); a\/5+b\/6+c\/d_+d\/53a+ab+b+bC;C+Cd+d+da:

+(a+c)(b+d)
2
Xy >4=—4xy <-16 (*); x+y=4=(x+ y)2 =16 (*#); din (*) si (>!<*):>(x—y)2 <0, fals (2p); finalizare (1p)

=2 (3p); Lema: Dacax, yeR si x+y=4,atunci xy <4. Dem. Presupunem ca xy >4 =

Problema 4. Se considera triunghiul AABC si punctele M €(BC), N €(CA), P €(AB). Daci
AM +BN +CP = 6, atunci aratati ca:

a) triunghiurile AABC si AMNP au acelasi centru de greutate;

b) (3)ae(0,1) astfel incat BM =aBC, CN =aCA, AP=aAB.

Cristina Bornea, Calérasi

Solutie: a) Daca G este centrul de greutate al triunghiului AABC si G’ este centrul de greutate al triunghiului
AMNP, atunci 0= AM + BN +CP = AG +GG' +G'M +BG +GG' +G'N +CG + GG’ + G'P =3GG' = G =G’ (3p)
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b) M e(BC), N e(CA), Pe(AB)=3ea, b, c(0,1) astfel incast BM =aBC, AP =cAB (1p);

(3p); din ultima relatie rezulta a =b =c, pentru ca vectorii CA si AB nu sunt coliniari (1p);

SUCCES!
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Baremul de notare este : Problema 1. 7 puncte; Problema 2. a) 3 puncte; b) 4 puncte; Problema 3.
7 puncte; Problema 4. a) 3 puncte; b) 4 puncte.
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Clasa a X-a
Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:
a) a'-x"=Lundeac(0,1), afixat;
b) 77 +30* =3 +70%;
c) 2% +3%4+7*=3.2016°
Florin Marcu, Calarasi

Solutie: a) x=0;b) 7% +30" =3 + 70" & (7" —3")(7* +3 ~10") = 0 > x =0 sau x =1 ¢) a+g+czi/abcc>

a=b=c = x=0 solutie unica

Problema 2. Se considerd propozitiile P;:,,(3)X, y €(0,+0) asfel incét 5[(X+ y)2 +log} y} = [x +log, (2y . yz)]z” si
P:.,(3)xeR siye(0,+0) astfel incat 4’ =4y(3x+4)”.
a) Sase demonstreze ca P, este falsa.
b) Sase demonstreze cd P, este adevarata.

Gabriel Daniilescu, Braila
Solutie: a) presupunem ca (EI)X, ye (0,+00) pentru care P, este adevaratd;
P< [Z(X +y)-log, y]2 =0<2(x+Yy)=log, y;(2p) 2" >n+1, (V) n e N (1p)(se demonstreaza prin inductie),
ye(0,+0)=[y]=neN, 2" >2">n+1>y=y>log, y=y>2(x+y)contradictie (2p)

y
b) 2(x+y)=log, y < 47 =4—1X:> P, < 47 = 4(3x+4) adevarat pentru x=-1; (Ip)pentru x=-1=P, <

4¥ =4y, adevarat pentru y =1.(1p)
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Problema 3. Se considera z,, z,, z, € C*. Sa se arate ca:
a) dacd |z]=|7,|=|z,|=1 z° +2,2 +2,> =05i 7, +2,+2, 20, atunci |z, + 2, + 2,| = 2;

« .. ~ A ~ - 3 3 3 -
b) daca z,, z,, z, sunt distincte doud cate doud si (z,+2,) =(2,+2;) =(z;+2) , atunci

|2, -2, =|z, - 25| =]z, - 2] .

Solutie: a) (a+b+c)’ =2(ab+bc+ca)(1p); |a+b+c|:‘5+5+c_:‘ (1p) ‘5+5+5‘:|ab+bc+ca| si

finalizare (1p)
b) (z1+22)°=(z2+25)%=(z1+23)* = >(F) W € C al. z1+zo= W, 2o+zz=W- ¢, 23+21= W- ¢ (1p) => P(21+22), Q(22+23),

. _ - Z2,+12 z N .
R(z1+2s) sunt varfurile unui triunghi echilateral (1p) => D(-% i 2) E( 2 ¥ 3) F( > 1)suntvarfurlle unui

tmmmﬂ%mmmm(m)=>AABCmmmmeNmB@ﬂ%m=>hr—J:hz—gkﬂg—qﬂm)

1
Problema 4. Se considera functia f:N —[0,1), f(n)= {ZMZ }, unde {x} este partea fractionard a numdrului real
X , demonstrati ca:

a) functia f este injectiva;
b) functia f nu este surjectiva.

Solutie: a) f(n)=f (m)c>(2" —2'“)«/5:[2“«/5]—[2”\/5]; dacd presupunem n = m=+/2 eQ, fals, deci

f(n)=f(m)en=m= f functie injectiva b) fie p<[0,1)NQ, presupunem ca(I)neN astfel incat

2"\/2
f(n)=p=+2= [ J e Q fals, deci f (n)= p, (V)neN= f nu este o functie surjectiva

SUCCES!
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Baremul de notare este : Problema 1. a) 2 puncte; b) 2 puncte; c)3 puncte; Problema 2. a) 5 puncte; b) 2
puncte; Problema 3. a) 3 puncte; b) 4 puncte; Problema 4. a) 3 puncte; b) 4 puncte.
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Clasa a Xl-a

2014 2015
2016 2017

Problema 1. Sa se arate ca oricare doua matrice A, Be M, (R) cu proprietatea ci A’ + B? :(

comuta intre ele.
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Solutie: presupunem ci AB = BA=> det(A® +B?)=[det(A+iB)]-[det(A~iB)]=|det(A+iB) 20;

5 2 o2 a a+l .
notam 2014 =a= det(A +B ) = =-2 <0, contradictie.
a+2 a+3
0 0O
Problema 2. Se considerd matricea A=|1 0 0| Arataticd X°#A, (V)X eM,(C).
210

Solutie: presupunem ca (3) X € M, (C) astfel incat X° = A= X* = AX =XA=(3)a, b, ceC astfel incat

a 00 a’ 0 0 a’=0
X=|b a 0|@Bp)=>X%*=| 3a% a® 0|(@2p;X’=As 3a’h=1 fals. (2p)
c b a 3ab*+3a’c 3a’h a° 3ab* +3a’c=2
| C . fini . 1 1 1 1 .
Problema 3. Fie sirurile(x, ) ., $i (Vn),.,, definite prinx, =?+2?+2?+...+2? $i Y, =X, + e
n .

(V)ne N*. Arati ca:

a) sirul (yy) , este strict descrescator;

b) sirul (x,), ., este convergent;

c) limita sirului (X, )., este un numar irational.
2n% +3n

n+1
(Xn )nzl este strict crescator si marginit superior; ¢) presupunem ca limita sirului (Xn )nzl este numarul rational

Solutie: a) Y1 <VYp < PUARBS , adevérat(V) ne N*. (se justificd, de exemplu, prin inductie); b) sirul

%,undea si beN™; xn<%< Yo, (V)neN" =

—0<a.2" —b(2b212 L gb*-2? +...+2b2b2)<%,fals.

Problema 4. Fie (Xn )n>1 sirul cu termenul general X = \/n + \/n —1+yn-2+..+ \/ZI_. ,NeN". Si se arate ca:

a) lim Xy =1.
n—owo n

b) Iim(x —\/n):l.
n—oo n 2

Solutie: a) X, = /n+x_,,neN", x, =1(1p);/n <x, </2n, (*)oricare ar fi n e N" (1p) (prima inegalitate

este evidentd, a doua se demonstreaza prin inductie matematica); din (*) =
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Jn<x =Jn+x

=1(lp) b

R

(2p>:m(xn—ﬁ)=% (1p)
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Baremul de notare este : Problema 1. 7 puncte; Problema 2. 7 puncte; Problema 3. a) 2 puncte; b) 2 puncte;
c)3 puncte; Problema 4. a) 3 puncte; b) 4 puncte.
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Clasa a Xll-a

Problema 1. Fie (G,-) un grup finit cu proprietatea ca functia f:G—G, f(x)=x" este automorfism de grupuri.

Aratati cd multimea G are un numdr impar de elemente.

Solutie: presupunem cd IxeG\{e}, astfel incat x=x"(2p) < x* =¢; f (x)=x"=e, f( = 1si f injectivd

—=x=e, fals 3p)= x=x ', VxeG\ {e} = multimea G are un numar impar de elemente (2p)

Problema 2. Fie (G,-)un grup care are elementul neutru e si multimea Z(G):{XEG|xy= yX, (V)XEG}.

Demonstrati cd daca X* =e, (V)xeG\Z(G), atunci grupul G este comutativ.

Solutie: Daca X, y € G,atunci sunt posibile cazurile:
1. xeZ(G)sauyeZ(G)=xy=yx
2. xegZ(G) si yeZ(G)=>x*=e si y’=e. Daca xyeZ(G)=(xy)y=y(xy)e xy’=yxy <

XY =yXy S X=YXy<>xy=yx.  Daci xyeZ(G):>(xy)2=e<:>xyxy=e<:>x2(yx)y2=xy<:>
&YX = Xy.

Problema 3. Se considera functia f :[R — (0,4%). Daca f(0)=2016 si f admite o primitivd F cu proprietatea

1
f(x)=2016-F(x), (¥)xe R, atunci calculati [ f(x)-F(x)dx..
0
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Solutie: f(x)=2016-F(x), (V)xeR=F(x)>0si(InF (x))' =2016, (V)xeR= F(x)=e"""

:i f(x)- F(x)dx = %(e‘m2 -1)

Florin Marcu, Calarasi

Problema 4. Daci f :[-11]— R este o functie continud cu proprietatea ca f(tgzx)-(1+ tg® x)dx =1, atunci sa

O [y

1 2
f(x
se calculeze j¥dx.
e+l

(%)=

Solutia: 1=j4‘ f (tg*x) -(1+ tg* x)dxq) -

g
<

O Oty

f(¢* ()¢ (x)dx = [ f(x*)dx; (2p)

o(
jf(xz)dx — —_[f(goz(x)).(p'(x)dx

0 0 -

f(x*)dx = Jl' f(x*)dx =2; (2p)

AN

FEOR) T L E (9P (X)) Letf(t2), b, L, . :f(t)
=[x = _£m¢(x)dxz£ e‘+1dt:£f(t )dt—:[lmdt:Z—I:M:l(Sp).

SUCCES!
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Baremul de notare este : Problema 1. 7 puncte; Problema 2. 7 puncte; Problema 3. 7 puncte; Problema 4. a) 7
puncte.



